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1 Inledning

1.1 Syfte och avgrinsningar

I denna uppsats presenteras den klassiska samplingsteorin utgiende fran Shannon. Utover Shan-
nons berémda samplingsteorem undersoks resultatet av samplingsformeln nér de underliggande
antagandena bakom teoremet forsvagas. I avsnitt 4 visas att om en funktion &r 6versamplad kan
rekonstruktionen goras mer effektiv. Har visas ocksa att forlorade sampelvirden fér en 6versamplad
funktion kan aterskapas upp till ett godtyckligt dndligt antal. Konvergenshastigheten for sampling
respektive dversampling undersoks ocksa for att fa ett formellt matt pa effektiviteten hos Gversam-
pling. Slutligen ges ett exempel pa hur samplingsteori tillampas i praktiken — sk sample-and-hold
beskrivs som ett alternativt satt att rekonstruera en funktion fran dess sampelvéirden; denna teknik
anvinds exempelvis genomgaende inom digital ljudreproduktion.

De integraler som forekommer i uppsatsen ska tolkas i Lebesgue-mening. De huvudsakliga resul-
taten kan i princip visas dven da endast Riemann-integralen anvinds men da méste i nagra fall
ytterligare villkor laggas pa funktionerna som studeras. Detta kan vara existens av hdger— och
vinsterderivator i varje punkt, liksom styckvis kontinuitet och att funktionen &r av begrénsad
variation.

Uppsatsen ér disponerad pa féljande sdtt: Inledningsvis ges en kortare presentation av grundlig-
gande definitioner och resultat fran Fourieranalys i L' och L?. Dérefter formuleras och bevisas
Shannons samplingsteorem; i anslutning till detta diskuteras &ven undersampling och vikningsdis-
torsion (sk aliasing). Darpé definieras 6versampling och nagra viktiga resultat presenteras. Efter
en grafisk respektive formell genomgang av konvergens for sampling och 6versampling diskuteras
slutligen rekonstruktion med sample-and-hold.

Jag vill hir ocksa rikta ett stort tack till min handledare Erik Svensson vid matematiska institu-
tionen, Stockholms universitet, for hans oéndliga tdlamod under denna uppsats tillkomst.

1.2 Definitioner

Lat M vara en godtycklig (méatbar) méangd och p > 1. Vi kommer att anvinda beteckningen
f € LP(M) om villkoret

/ |f(x)Pde < oo
M

ar uppfyllt. Ett specialfall &r har f € LP(R) som alltsd betecknar

| @ <co.



Indikatorfunktionen y(x) definieras genom

1 xel,
Xl(x):{(] rx¢l.

Slutligen utnyttjas att

[ S hwa=Y [ fwa )

nel nez

om det kan visas att antingen [, >, o [fu(z)|dx < oo eller >, |1/ |fu(x)]dz < co (for en
given méngd M). Det bor poéngteras att detta samband géller generellt endast om integralerna i
(1.1) tolkas som Lebesgueintegraler. Med Riemannintegralen géller (1.1) under forutsittning att
bada integralerna i uttrycket &r véldefinierade i Riemann-mening (dvs funktionerna &r begriansade
och kontinuerliga niistan éverallt).!

2 Fourieranalys i L' och L?

Vi presenterar hir nagra fundamentala resultat inom Fourierteori. For bevis av sats 1 se Car-
leson [1]. Bevis av sats 2 aterfinns exempelvis i Katznelson [2] eller Rees et al. [4]; dessa innehéller
ocksa en mer rigords genomgang av Fouriertransformen i L2. Vretblad [5] innehaller en detaljerad
framstéallning av Fourierserier och -integraler utan Lebesgueintegration.

Definition 1 (1) Lit f € L*(—c,+c). Dess Fourierserie pd intervallet [—c,+c] dr

f(x) ~ Z gnez’mrz/c’

nez
ddr 8, ar Fourierkoefficienterna

1 ¢ :
s — —inmx/c
Sn =5 f(x)e dx

—C

1 z=qn,

'Lat t ex {¢,} vara en upprikning av de rationella talen, T ett godtyckligt intervall och sitt f,(z) = {0 2
T # qn.

Da giiller att

Z/Ifn(:c)dm:ZOZO,

nez nez
men
/an(x)d:c:/X@dx:/ dz
e I InQ

ar endast véldefinierat for Lebesgueintegralen (som da ar lika med 0).



(2) Lit f € LY(R). Dess Fourierintegral dr

f(x) ~ /R Flw)e ™ duw,

~

dair f(w) dr Fouriertransformen

flw) = [ f@yeerda.

fe £1(—C, +c) respektive f € L'(R) innebér att likheterna ovan #r viildefinierade. Det féljer ocksa
att f(w) dr begriansad och likformigt kontinuerlig pa4 R. Notera att L?(—c,+c) C L'(—e¢, +c) sa
Fourierkoefficienterna ir definierade &ven i L?(R). Fér Fourierserier har vi nu féljande resultat.

Sats 1 (Carleson) Antag att f € L?(—c,+c) dr 2c-periodisk. D gdller

flz) = anem”/c n.o.

neZ

I denna uppsats kommer endast Fourierserier i L?(—¢,+c) att anvindas.? Detta resultat kan
emellertid utvidgas till att gilla dven for funktioner i L'(—c,+c), forutsatt att nagon ytterligare
begrinsning ligegs pa f, som exempelvis att f ir av begriinsad variation pa R.3 T Kolmogorov [3]
visas att det finns en funktion i L!(—m, +) sddan att dess Fourierserie divergerar dverallt, si det
ar tydligt att nagot ytterligare antagande dr nodvindigt for konvergens i L'(—c, +c).

For att definiera Fouriertransformen i L?(R) krivs lite forarbete, emedan det inte dr givet att
transformen som den uttrycks i definition 1 konvergerar for f ¢ L!'(R). Det kan hiir noteras
att varken L'(R) C L%(R) eller L?(R) C L!(R) giller.* Antag alltsa att f € L?(R). Eftersom
LY(R) N L2(R) #r tit i L2(R) (eller starkare, for varje p &r mingden av funktioner i LP med
kompakt stéd tit i L?(R)) finns en funktionsserie f, i L'(R) N L?*(R) som konvergerar till f.
Definiera exempelvis f,, genom

0 lz| >mn.

f@) = {f(w) ol <n.

*Notera att f € L?(—c,+c) ar ett starkare villkor &n f € L'(—c,4c) da det alltid giller, om ¢ > p, att
Li(—c,+c) C LP(—c,+c).

3 f sdgs vara av begrinsad variation pa ett intervall [a,b] om det finns ett K siddant att det fér varje partition
a=1x1 <...<z, =bgiller |f(z;) — f(zi-1)| < K.

Lz el 21 och g(z) = {ml/QSinI lz| =1

“Betrakta exempelvis funktionerna f(z) = . Det giller nu

0 lz] <1 0 lz] < 1
att f #r i L?(R) men inte i L'(R), liksom vi har att g &r i L'(R) men inte i L?(R). Foljaktligen giller varken
L'(R) ¢ L*(R) eller L*(R) C L*(R).



Da foljer f, € L'(R) genom Cauchy-Schwarz olikhet:

L@z = [ 1@l < ([ f(x)de)m (f |x[n,+n]<x>12dx>l/2

_ m(/R|f(x)|2dx)1/2 < oo.

Vidare #r det uppenbart att f, € L?(R) och dirmed #ven ﬁ(w) € L*(R) genom en version av
Parsevals formel (sats 3) for funktioner i L' N L?. Betrakta nu serien f,(w) di n — oo under
L?(R)-normen och antag n > m:

o= Tl = 1o —Fonll? = I fon — Fonl® = / F@)Pda+ / ()2 da.

Integralerna i hogerledet gar mot 0 da m,n — oo eftersom f € L*(R). ﬁ(w) ar allts& en Cauchy-

sekvens i ALQ(R), och dirmed (eftersom L?(R)-rummet &r fullstindigt) konvergerar f,(w) till en
funktion f(w) i L*(R).

Lat nu g, vara en godtycklig funktionsserie i L'(R) N L?(R) sadan att g, — f i L?>-normen. D&
foljer aterigen av Parsevals identitet att

Ign = fll=lgn — fIl =0  dan—oo

och vi kan alltsa gora foljande definition:

Definition 2 Lit f € L?(R). Da definieras dess Fouriertransform ]? entydigt genom

flw) = lim fo(w),

n—oo

dir f, dr nagon funktionsserie sadan att f, € L'(R) N L?(R) samt f,(x) — f(x) i L?>-normen.

For f € LY(R) N L?*(R) &r bade definition 1 och 2 tillimplig, dock &r det tydligt att de i detta
fall &r ekvivalenta. Lat némligen f * vara Fouriertransformen som den definieras i definition 2. Da
géller ||f* fn|| — 0i L?(R) och dirmed finns en sekvens Nj sidan att

- N ,
ff(w) = lim f(z)e 2T dg n.o.

k—oo —N,

Det sista uttrycket konvergerar emellertid till integralen 6ver hela R om f € L'(R) vilket ér lika
med definition 1. Sammantaget kan alltsi Fouriertransformen definieras for alla f € L'(R)UL?(R)
genom

— lim / f —2z7rwx dz

A—oo



Sats 2 Lit f € L*(R). Da giller

F(z) = lim ’ < ’“;') fw)e™ @ dw 1. (2.1)

A—oo J_\

med likhet éverallt om f ar kontinuerlig. Om f(w) € LY(R) konvergerar (2.1) till

—/f(w)e%”“’x dw n.o.
R

med likhet overallt om f dr kontinuerlig.

Vi kommer att féredra den senare formuleringen da det &r mojligt — detta géller exempelvis nér
f har kompakt stod (vilket tillsammans med f € L?(R) = f € L?(R), se Parsevals formel nedan,
implicerar f € LY(R)).

2.1 Andra viktiga resultat

Foljande satser kommer ocksa visa sig vara anvdndbara.

Sats 3 (Parsevals formel) (1) Lat f,g € L*(—c,+c). Da giller

1 [€ — P
% . f(z)g(z)dr = angn

neL

och

= If )Pde =Y [/l

nez

/R F@)g(@) dz = /R Fw)F@) dw
/R|f($)|2dl‘=/R\f(w)2dw.

/ |f(z \2dx<oo<:>2]fn\2<oo samt f e L*(R) < fe L*(R).
nez

(2) Lat f,g € L*(R). Da gdller

och

Speciellt gdller



Sats 4 (Faltningsteoremet) Lit f,g € L'(R) och definiera faltningen f * g av f och g genom
(F+ @) = [ 1wt —9)dy.

Da dr f * g konvergent, f x g € L'(R), och féljande samband gdller:

— ~

frg(w) = fw)g(w).

3 Samplingsteoremet och undersampling

3.1 Shannons samplingsteorem

I foljande sats kommer vi att anviinda oss av funktionen

sinTx
) SMTE £ 0
sincx =< T ’
1 r=0.

Notera att sincx ar kontinuerlig (genom standardgransvérdet lim,_o Sigx =1).

Sats 5 (Shannon-Nyquist) Lt s(t) € L'(R) U L?(R) vara kontinuerlig och antag att 3(w) = 0
utanfor [—B,+B] . Da gdller att

s(t) = Z 5(%) sinc (2Bt — n) (3.1)

nezZ

och serien konvergerar likformigt pa hela R. Uttrycket 2B bendmns samplingsfrekvens.

Bevis: Om s € L?(R) ger Parsevals formel att 5 € L?(R). Eftersom 5 dessutom har kompakt stod
pa R féljer att 5 € LY(R). Om istéllet s € L1 (R) géller

[s(w) =

/s(t)e%“”t dt’ < / |s(t)e > dt < / |s(t)|dt < oo
R R R

s& $(w) dr begriinsad pa R. Det implicerar att § € L!(—B,+B) N L*(—B, +B) och dirmed #ven
5 € LY(R)NL?(R) eftersom 5(w) = 0 fér |w| > B (genom Parsevals formel foljer nu #ven s € L%(R)).
Enligt sats 2 kan s(t) ddrmed skrivas som Fourierintegralen

B
s(t) :/g(w)e%’“"t dw:/ S(w)e? ™t dw .
R

-B



Ansatsen dr nu att tillimpa Parsevals formel (sats 3) pa detta uttryck. For detta syfte definierar
vi foljande funktioner:
uw(w) =2B3Ww), v(w)=e 2t

bada begréinsade till |w| < B. Dessa kan representeras med Fourierserier éver [—B,+B] (som
vore de 2B-periodiska). Fourierkoefficienterna ar

1 B ) B ) n
an _ ﬁ /_B 2B /S\(w)e—znmu/B dw = /_B /S\(w)GQZTFw(—n/QB) dw = S<_ﬁ) , (32)
respektive
o i B e~ 2imwt j—inTw/B q , — i /B e~ w2+ ) 4 = sine (QBt 4 n) ) (3.3)
2B J_p 2B J_p

Parsevals formel ger nu (bade u(w) och v(w) ir L?(—B, +B))

B ) 1 B - 1 B
s(t) = / S(w)e* ™ dw = 2BF(w)e 2™l dw = — [ wu(w)o(w)dw

_B 2B | 5 2B | 5
N N\ ————F5," n .
= Z Up Oy, = Z s(—@) sinc (2Bt +n) = Z S(ﬁ) sinc (2Bt — n).
neL nez nez

For att visa att konvergensen ar likformig betraktar vi resttemen:

N2
et) = |s(t) ~ Y ntn|=| Y. ndn| < Y. |in]on]
n=—N1

Z\[—N1,N2] Z\[—N1,N2]
1/2 1/2
<[ 3 Jwp? > foal
Z\[—N1,N2] Z\[—N1,N2]

Infor uppskattningen av det forsta uttrycket betraktar vi serien Y, |4,|?. Parsevals formel ger

att
1 B

1 B
|, |* = / lu(w)?dw = — 12B5(w)|? dw < oo

(vi har sedan tidigare att § € L?(R)). Men Y, ., |@n|* < oo implicerar

X n .
Yo lwP= Y \s(—@> 250  diNy, N — 0.
Z\[—N1,N2] Z\[—N1,N2]

Detta uttryck ar oberoende av t, sd likformig konvergens foljer om vi kan visa att ZZ\[hoNQ] ||
ar begrénsad. Detta ges emellertid av

2 2 1 b 2 1 B 2wt 2
Y lP Yl =g [ pefde=gp [P =1,
Z\[—N1,N2] nez -B -B



Da hogerledet i (3.1) &r en summa av kontinuerliga funktioner som konvergerar likformigt kommer
den resulterande summan alltid att vara en kontinuerlig funktion. Om s dr kontinuerlig géller
dérmed likhet overallt.

|

Liigg miirke till att da ¢ = 3% for nagot ng € Z reduceras samplingsformeln (3.1) till s(t) = s(5%),

28
emedan .
sinm(ng —n)

sinc (2B— n) = . pp——

=0
2B

for alla n # nyp.

3.2 Undersampling

Teorem 5 vicker frdgan om vad som hiander om vi sldpper antagandet att Fouriertransformen s(w)
ar 0 utanfér [—B,+B] men dnda samplar funktionen i intervall om 1/2B enligt (3.1). Vi kommer
i det foljande att istéllet gora antagandet

> |s(55)| <=
2B ’
nez
Detta antagande garanterar att summan i samplingsformeln (3.1) ar véldefinierad, eftersom
n
35) s @281 =m)| < 3 Js(55 )|
Z’( >smc n_ZsQB < 00
nez

Lat nu 5(¢) vara summan definierad i samplingsformeln (3.1). D& ser vi fran ekvation (3.3) att

E(t) - ZS(%) sinc (QBt — n) = ZS<_%) % /BB e—i7rw(2t+%) dw — |: Zz :7:,} :|
nez -

neL
B B
_ Zs<%) % /B eimu(2t—%) dw = /B <218 Zs(%> 6—in7rw/B> e?iﬂwt dw (34)
nez - - neZ
:4 (2_18 ZZS<27_ZB) @in”“’/B) X[-B,+B] (w)e2iﬂ'wt dw,
ne

dér vi anvint oss av berdkningen av 0, 1 beviset till sats 5. Omkastningen av summations- och

integrationsordning ar tillaten da
n 1 n
zww(?t—f) — ’ ( ) ’
_2Bz‘<23)’ i 23%823 =00
n

n 1 imw(2t—3%)
2 ’S<2B) 2B
neZ
sa dess integral 6ver [—B,+B]| é&r dndlig. Den sista uttrycket i (3.4) &r en Fourierintegral och vi

har alltsa att 1
n —inTw
(w) = 9B Z 3(@) € /B X[-B,+B] (w)-
neZ

W)



Forekomsten av indikatorfunktionen x(_p 4 pj(w) i uttrycket innebér att 5(t) endast bestér av
frekvenser mellan —B och + B, oavsett hur den ursprungliga funktionen s(t) ser ut. For att kunna
sdga mer om hur 5(t) forhéller sig till s(t) behover vi f6ljande lemma:

Lemma 1 (Poissonformeln) Lit s(t) € L'(R) vara kontinuerlig. For varje B gdller dd att
D(t) = X,z 8(t + n2B) dr en 2B-periodisk funktion och ®(t) € L'(—B,+B). Denna funktion
har Fourierkoefficienterna
& L.A(L>
"~ 2B "\2B/ "

Bevis: Att ®(t) dr 2B-periodisk foljer direkt ur definitionen. Vidare

/B| dt_/ ‘Z (t+k2B)| dt</ Z] (t + k2B)|dt = Z/ s(t+ k2B)| dt
-B

keZ
(2k+1)B
_ Z/ ]s(t)\dt—/ ()] dt < oo,
(2k—1)B R

kEZ

s& ®(t) € L'(—B,+B). (Vi har samtidigt visat att Y, ., f ’ (t+ k:ZB)‘ dt < oo sa omkastning
av summations- och integrationsordning ar tillaten.) Betrakta slutligen Fourierkoefficienterna:

= 1 & —inmt/B —innt/B
kGZ
1 n
—inm(t+k2B)/B —2z7r (n/2B)t ~
kEEZ/ s(t+ k2B)e dt = 23/ dt = (23) .

Vi har visat ovan att omkastningen av integrations- och summationsordning &r tillaten. Notera
ocksa att vi vid férandringen av integrationsintervallet har vi utnyttjat att e~/ 5 gr 2 B-periodisk
med avsende pa t.

|

Foljande sats anger hur en funktion forvanskas da den samplas med for korta intervall.

Sats 6 Lit 5,5 € L'(R) och antag att s Gr kontinuerlig samt > eZ} (%)} < oo. Ldt 5(t) vara
funktionen s(t) samplad i enlighet med (3.1). Dd gdller

5(t) = / S(w)e? ™t dw
R

dar




Bewis: I borjan av avsnittet visades
1 X A
5(t) = Z s(%) sinc (2Bt — n) = /R 2B Z s(%) e~/ B X[-B,+B] (W) e2imwt dy)
nez neL

dér inget antagande gjorts om s(w). Detta &r en Fourierintegral, och vi vill alltsa visa

1 ; = .
S( n ) e—znﬂ'W/B . X[—B,—l—B](w) = 3(w) = [Z S(w + kQB) . X[—B,—l—B](w) ,

2B 2B
nez keZ

dér likheten méaste gélla néstan Gverallt. Enligt Poissonformeln (lemma 1) géiller nu (emedan
S(w) € L'(R))

Zg‘(w + sz) ~ Z |:21B§ (271B>:| einmu/B _ Z (21B / g(u)e—in(n/2B)l/ dl/> einmu/B
R

keZ neL neL
_ 1 n intw/B __ 1 ( n ) —innw/B
_Z2BS< 23)6 =352-°la5)° ‘
neL nel

Vi vet att -, o7 |s(55)| < 0. Det innebér att det finns ett N sadant att |s(75)| < 1 for [n| > N,

Déarmed s(%f < ’s(%)’ for |n| > N och det foljer att 5(%)2 < oo. Parsevals formel ger nu

> yez S(w + k2B) € L*(—B, +B) sa frén sats 1 foljer att vi har likhet néstan 6verallt ovan (for
w € [—-B,+B]). Dirmed ar de respektive uttryckens restriktioner till [—B,+B] utbytbara i
Fourierintegralen for § och beviset &r avslutat.

]

I det fall S(w) &r 0 utanfor [—B,+B] giller uppenbarligen $(w) = 5(w), s& sats 5 foljer som ett
specialfall.

Anmairkning. Teorem 6 implicerar att det villkor som foregar samplingsteoremet dr nédvindigt
— dvs en B-bandbegrinsad funktion méste samplas med en samplingsfrekvens pa atminstone 28
for att (3.1) ska konvergera till den ursprungliga funktionen. Av detta skél kallas halva samplings-
frekvensen for Nyquistfrekvensen — detta &r alltsd den hogsta frekvens som kan representeras i
serien (3.1).

D& s(t) ar en reell funktion ger en for lag samplingsfrekvens en sérskild karaktéaristisk fordndring
av S(w) som gar under namnet vikningsdistorsion. Detta har sitt ursprung i det faktum att Fouri-
ertransformen av en reell funktion ar hermitiskt jimn, dvs

S(—w) = /R s(t)e=2m-w)t gy — / S(1)e™t 4t — 5o .

R

Dérmed ér Re[s(w)] jimn och Im[s(w)] udda, och foljaktligen ar |[s(w)| en jaimn funktion.

Lat oss som ett exempel betrakta fallet dir s(w) # 0 for |w| < 2B men §(w) = 0 for alla andra w.
Da ger sats 6 for alla w < B

S(B-—w)=3(B-w)+35(-B—-w)=35(B-w)+5B+w).

10



Frekvenser 6ver w > B speglas alltsd i B. Figur 1 illusterar en férenklad situation d& vi antar att
|5(w)| utan vidare kan adderas.’?

Figur 1: Illustration av vikningsdistorsion: de streckade kurvorna visar hur Fouriertransformen
for den ursprungliga funktionen speglas i Nyquistfrekvensen for |s(w)| > B, adderas med |5(w)| <
B, och resulterar i den heldragna kurvan. (I figuren antas ocksa, fér enkelhetens skull, att S(w) =0
for |w| > 2B.)

4  Oversampling

4.1 Oversamplingsteoremet

Fran sats 5 och 6 var for sig foljer trivialt att (3.1) konvergerar dven da samplingsfrekvensen viljs
storre. Foljande sats visar att man med Oversampling kan f& en serie som konvergerar snabbare

an (3.1).

Sats 7 Lit s € L'(R) U L*(R) vara kontinuerlig och antag att $(w) = 0 for |w| > B. Lit vidare
¢ € L*(R) wara en reellvird funktion (filter) med ¢(w) = 1 pi [-B,+B]| och ¢(w) = 0 dd
|w| > aB, dir a > 1 dr en konstant. Da galler

s(t) = 20!%%3(&) ¢<t - 2@%) (4.1)

och konvergensen dr likformig pa R.

Anmirkning. Med ngb(w) = X|-B,+B](w) och a =1 fas sats 5 som specialfall.

Bewvis: Vi har samma angreppssitt som i beviset till samplingsteoremet. Analogt med det beviset
foljer fran s € L'(R) U L?(R) samt 5(w) = 0 for |w| > B att 5 € L*(R) N L?(R). Vi definierar u(w)
och v(w) som

u(w) = 2aB §(w) s U(w) = me_%m‘)t — Q/g(—QJ)e_%m‘}t’

®Figuren #r lanad fran http://www.uni-muenster.de/Physik/CT/

11



dér den sista likheten f6ljer av att gg(w) 4r hermitiskt jimn. Bada dessa funktioner #r i L?(R) och
deras Fourierkoefficienter, pé intervallet |w| < aB, &r

Uy = b " 2aB5(w)e~ /B 4y = /aB S(w)e2ime(=n/2aB) q,, — s(_L)
" 2aB _aB 2aB/ "’
respektive
. . 1 aB ) )
Un, 2aB / ¢ —szwte—znww/aB dw = B/_ ¢(w)62z7rwtezn7rw/aB dw
n

1
- 217rw(t+2 ) _ - e
B /R‘b( 7w = 2aB¢< B)

Parsevals formel ger nu

s(t) = /Ré\(w)em”“’t dw = ﬁ /Z]Z 2aB§(w)<$(w)62”‘"t dw = QL /aB u(w)v(w) dw
=D inin = %S<2:B) 25B¢<t+ 2:13) - 2;3 26:5(279) ¢<t N 2%13) '

neL ne

Likformig konvergens kan nu bevisas sasom i beviset for sats 5. Eftersom wu(w) hér &r definierat
pé ett motsvarande sitt ricker det med att visa Y |0,|* < oo for n € Z '\ [-Ni, N, vilket foljer
av ¢ € L2(R):

aB aB ‘2

1 ~ 2 1 ~
~ 2 < A2 ’ _ —2imwt dw < ’
g |0, |* < g |Un 2B e d(—w)e w < 2B |_.p d(w)

Z\[*N17N2} nez

dw < 0.

Som exempel pa ett filter kan foljande funktion betraktas:

1 0<w<B,
Plw) =145 B<w<aB, samt P(-w)=P(w). (4.2)
0 w>ab,

Denna transform motsvaras av féljande funktion:

aB
p(t) = / P(w)e* ™! dw = 2/ ?(w) cos 2wt dw
R 0

2wt dw = t£0).
s aB— B T 2722(aB — B) (t#0)

B aB
B - 2Bt — cos 2maBt
:2/ costutdw—{—Q/ @ v Cos 21 cos 2ma
0

med ¢(0) = aB + B. Se figur 2.
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Figur 2: En jimforelse av filterfunktionen ¢ vid vanlig sampling (vénster) och vid 6versampling
med ¢, ekvation (4.2) (hoger). Den streckade kurvan i respektive figur visar Fouriertransformen
¢(w). (I figurerna har B =1 och a = 1,5 anvénts.)
3 T T T T T T T T 25

o) @t
25l T T @] | T T

Grafen for filterfunktionen ¢(t) anger hur éversamplingsformeln (4.1) viktar sampelvirdena kring
punkten ¢ da s(t) rekonstrueras. Figur 2 visar att denna viktning &r mer koncentrerad for éver-
sampling med filtret ¢(¢) an for vanlig sampling vid 2B. Detta framgar ocksa da filterfunktionen
betraktas, sdsom den upptrider i 6versamplingsformeln (4.1):

( n ) cos 21 B (t — 525) — cos 2maB (t — 5z )
i = )

t—
2aB 212 (¢ — ﬁ)Q (aB — B)

n ingar har kvadratiskt i ndmnaren, till skillnad fran i samplingsformeln (3.1). Med hjilp av éver-
sampling kan man alltsa, med ett 1ampligt filter, synbarligen dstadkomma snabbare konvergens.
Detta behandlas mer formellt i avsnittet om konvergens.

4.2 Redundans och rekonstruktion vid éversampling

Fran sats 7 foljer omedelbart att ett enstaka bortfall kan rekonstrueras om funktionen 6versamplas.
Lat namligen ng vara det n for vilket s(52%) har fallit bort. Ekvation (4.1) ger nu

(oa) = 25 2 () (57 ) =38 = (i) (a7 ) () 5

nez,
n#ng
N S( 1o ) _ ﬁ Zn;ﬁno S(ﬁ) gb(nZOajBn) _ Zn;ﬁno S(ﬁ) ¢(n20ain)
2B/ 1— ¢(0)/2aB N 2aB — ¢(0)

Notera att uttrycket ovan ej ar giltigt om ¢(0) = 2aB, dvs om QAS(w) =1 pa hela [—aB,+aB] .
Detta kommer att inkludera fallet nér s(¢) inte 6versamplas (d& a = 1) — 6versampling ar alltsa
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nodvindigt for att forlorade sampelviarden ska kunna rekonstrueras. Foljande sats visar att detta
resonemang kan generaliseras till godtyckligt manga bortfall.

Sats 8 Om en funktion dversamplas i enlighet med sats 7 kan férlorade sampelvirden rekon-
strueras upp till varje dndligt antal.

Bewvis:% Antag att sampelviirden har fallit bort vid k& punkter och benimn dessa punkter ¢1, ...,
(vi antar for enkelhetens skull att de &r ordnade i vixande f6ljd). D4 finns heltal n; < -+ < g
sadana att t; = 525. Lat nu g = {n1,...,n}. Fran ekvation (4.1) foljer, for varje i = 1,...,k,

=2
i 1 n ni n
1) =2(505) = (305) (305 ~ 205
sti) = s 2aB 2aB ZS 2aB ¢ 2aB  2aB
ne”L
1 n % —n 1 < n ) % —n
~ 2B S(QaB) ¢< 2B > 508 2 *(28) * 2B
nez, nen
ngn

o s(oms) o( Mgt )+t o) (600 ~20B) () o (T

== 3(223) ¢<n;¢;3n> ’
nez,

ngn

dér hogerledet dr en konstant. Sammantaget generar detta ett system med k ekvationer och k
okdnda vilket kan skrivas i matrisform enligt foljande:

20B—¢(0) -+ —(Bp) - —o(BE)\  [s(3%5) Yongn $(za5) 0 (B25")

—o(%p) o 2aB=0(0) - —o(Tmp) || 5(5k) | = | Zogns(zs) 0(5aE) |

—o(BA) o —o(%) - 2aB-9¢(0)) \s(5%) Y g 5(525) ¢ (%mt)
& S »

dér ® dr en kxk-matris och S och X &r kx1-matriser. Om ® &r inverterbar fas l0sningen ddrmed
genom

S=¢"1%.

Det aterstar saledes att visa att ® &r inverterbar. Vi ndjer oss med fallet d& Gversampling utfors
med Shannon-formeln, dvs ¢(t) = 2Bsinc2Bt (se anmirkning till sats 7).” Med variabelbytet

SDelbeviset att ® ar positivt definit kommer helt och fullt fran min handledare Erik Svensson.
"Detta dr uppenbarligen ingen restriktion — det finns inget som hindrar att évriga virden pa s(t) rekonstrueras
med ett mer sofistikerat filter, som exempelvis @, ekvation (4.2).
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a=1/a (0<a<1)fas

2B/a — 2B -+« —2Bsinca(n; —mn;) -+ —2Bsinca(n — ng)
®P(a) = | —2Bsinc a( —n) - 2B/a —2B -+-  —2Bsinca(n; — ng)
—2Bsinca(ny —n1) -+ —2Bsinca(ng —n;) - 2B/a —2B

For att visa att denna matris &r inverterbar ska vi utnyttja det faktum att en positivt definit matris
har positiv determinant och ddrmed ocksa ar inverterbar. Vi vill alltsd visa att den kvadratiska
formen till ®(«), definierad genom

I
Qx)=x" -®(a) x= (x1 -+ ap) - ®()-

T

4r strikt positiv for alla a € (0,1) och n € ZF (k > 1), for alla x # 0. Da vi utvecklar Q(x) far vi
2B/a —2B -++ —2Bsinca(n — ng) x1

—2Bsinca(ny —n1) - 2B/a —2B Tg

k k
= (2B/a —2B) Z:J;f - 2B Z sinc a(n; — nj)xix;

i=1 ij=1,
i#]
b 2B & sin wa(n; — ;)
B(1/a-1)Y a? - = % =W,
i=1 o ij=1, i = 1;
i#]

Betrakta nu féljande funktion:

k k
e 1 sinma(n; — ;)
INa)=—=0Qx)=(1-a) = —xlaz
(@)= 55Q0) = (1) X WE: o,

Det ar uppenbart att om vi kan visa att I'(a) > 0 sa foljer &ven Q(x) > 0 (pa intervallet 0 < a < 1).
Eftersom I'(1) = 0 f6ljer slutsatsen om vi kan visa att I'(c«) 4r avtagande pa [0, 1] och strangt
avtagande i en vinsteromgivning till 1. Vi ska visa att I'(«) i sjilva verket dr strédngt avtagande
pé hela [0, 1]. Derivering ger

k k
= — Zmiz — g cosma(n; — n;)Tix; = g cos mau(1n); — 1;)TiT; .
i=1

4,j=1, ,j=1
i#]
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Den sista summan kan skrivas om med hjélp av den trigonometriska identiteten
cos(x —y) = cosxcosy + sinxsiny,

och derivatan kan ddrmed uttryckas som

k k
Ma) = — Z cos(man;) cos(mam;)xix; — Z sin(man;) sin(man;)zx;
ij=1 =1
2

k 2
- (Z COS(WW)%) - <Z sin(mm)xi> <0.
i=1 i=1

I(a) ér alltsd avtagande péd hela R. Betrakta nu nollstillena till I'(«). Fran uttrycket ovan foljer
att I"(«) = 0 om och endast om bada summorna &r 0. Detta innebér att nollstillena till IV (o) &r
en delméngd av nollstéllena till funktionen

k k

k
a) = Z cos(mamn;)x; + i Z sin(manj)r; = Z €M .

j=1 j=1 j=1

Slutligen gér vi variabelbytet z = ™ 0 < a < 1 (dvs |z| = 1, Im[2] > 0), vilket ger

k
z) = g xj2 .
i=1

G(z) ar alltsa ett komplext polynom av graden ny och har ddrmed enligt algebrans fundamentalsats
hogst n nollstillen. Speciellt géller att I'(a) = 0 for hogst dndligt manga « € (0,1). Vidare ar
I'(«) kontinuerlig d& det &r en summa av kontinuerliga funktioner. Tillsammans med I'(a) < 0
for alla a € (0,1) foljer nu att I'(«v) &r stréngt avtagande pé hela [0, 1]. Dédrmed &r dven Q(x) > 0
for alla o € (0,1) och satsen dr bevisad.

|

I figur 3 avbildas det ®(«) for nagra olika typer av bortfall. Det framgér av figurerna att d&ven om
Shannon-formeln i teorin kan anvéindas till rekonstruktion av alla typer av bortfall fér alla nivéer
av dversampling ir determinanten ofta mycket nira noll. Eftersom ®(a)~! konstrueras med hjilp
av inversen av determinanten implicerar detta i praktiska tillimpningar att sampelvirdena maste
ha motsvarande mitnogrannhet — det kan i vissa fall réra sig om storleksordningen 107!%°. Den
hogra delfiguren demonstrerar att 6versampling med () (ekvation (4.2), sida 12) hérvidlag ger
betydligt battre forutsidttningar.
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Figur 3: Till vinster har det ®(«) ritats for bortfall av 7 virden, utspridda pa olika sitt. Ju mer
utspritt bortfallet dr, desto stérre verkar determinanten bli. I den hogra figuren visas skillnaden
mellan 6versampling genom Shannon-formeln gentemot da istillet 6versamplingsfiltret o(¢) an-
vinds; hir ar bortfallet ett stort antal efterfoljande virden.

10° . . . . . . . . . 10°

10° |

10
100 +

10
Sul

10

20

107+

10

107%0] N ]

1071

10720 ‘ ]
105

n=i, genl. (4.2 ] "\

60 L L L L L L L L L ' 10’250

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
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5 Konvergens

Figur 4 visar resultatet d& samplingsformeln (3.1) anvéinds med ett &ndligt antal termer péa en
funktion som dr bandbegrinsad just vid Nyquistfrekvensen.® Sampelviirdena har centrerats kring
punkten som ska berdknas:

vy = Y s(%) sinc (2Bt — n) . (5.1)

In—2Bt|<N/2

Varje punkt ¢ beréiknas alltsd med N/2 punkter ver respektive under ¢.

[ figur 5 jamfors vanlig sampling med 6versampling (med 6versamplingsfaktor a = 1,5); vi har
anvéant filtret ¢ enligt (4.2), sida 12.

Det &r tydligt att man vid 6versampling kan f& betydligt snabbare konvergens till den ursprungliga
funktionen &n d& vanlig sampling anvidnds. Den 6versamplade rekonstruktionen med 50 termer &r
till synes battre &n Shannon-rekonstruktionen i figur 4 dér tre ganger s& manga termer anvinds.

®Den funktion som anviinds for figurerna &r

5000

—(=1)" _ (_1\nt+1
f(z) = Z % cos(nz) + % sin(nz) .

Denna funktion &r uppenbarligen bandbegransad med |w| < 5000; i figurerna anvinds samplingsfrekvensen 2B =
10%.

Om t = 5% for nagot no € Z kommer i sjilva verket N 4 1 termer anvindas for den punkten. I detta fall, som
ndmns i anslutning till sats 5, forsvinner emellertid alla termer utom n = ng.
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Figur 4: Partiella summor av Shannon-formeln med 25 respektive 150 termer. Den streckade
kurvan avbildar den ursprungliga funktionen. Avstandet mellan varje sampelvirde dr 10™4,
6.2 T T T T T T T T T 6.2

6.1 4 6.11

Figur 5: Jamférelse av vanlig sampling (den vanstra figuren) med 6versampling (till hoger) vid
N = 50. Rekonstruktionen medelst 6versampling ligger alltsa redan vid N = 50 mycket néra den
ursprungliga funktionen (jamfér med figur 4).

6.2 T T T T T T T T T 6.2

6.1+ q 6.1

5.1 Numerisk uppskattning av resttemen i det allménna fallet

For att undersoka hur snabbt konvergensen sker vid sampling (vanlig eller 6versampling) under-
soker vi hur resttermen ser ut da endast 2N termer anvinds. Hérvid utgar vi fran den allminna
representationen i ekvation (4.1), sats 7. (Som tidigare ndmnts kan Shannons samplingsteorem
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hérledas fran detta som ett specialfall.) Resttermen eon(t) fas ddrmed som

=05ty S (o5 | & ()i )

|[n—2aBt|<N |[n—2aBt|>N

Med hjilp av Cauchy-Schwarz olikhet uppskattas detta uppat till

1 n 2\ /2 n \2 12
ean(t) < < Z [QaBS<2czBﬂ ) ( Z gb(t— 2aiB) ) - 511/2 . 55/2.

|[n—2aBt|>N |[n—2aBt|>N

n

—QQ—B) dr Fourierko-

Vi betraktar nu S; och S var for sig. Fran beviset av sats 7 vet vi att %%S(
efficienterna till 5(w). Vi anvinder nu Parsevals formel (sats 3) for att fa

s 5 [ap(s)] < S a)] -m [t

|[n—2aBt|>N nez

Inf6ér berdkningen av den andra summan definierar vi "z sdsom x avrundat till ndrmaste heltal.
Satt nu u = n — "2aBt". D& kan Sy uppskattas uppat:

u+"2aBt > 2aBt — "2aBt™ u \? U 2
52 < Z ¢<t_ 2aB > - Z (Z)( 2aB _2aB> - Z (b(f_%iB)

lul>N [ul>N [u|>N
u 2
= > olgp¢)
lul>N
dir € € | — 2(;’%, 2(31’%) = [— ﬁ, ﬁ). Lagg mirke till att summeringsintervallet fordndrats

till |u| > N; om istéllet |u| > N anvénts skulle en term falla bort fran det foregaende uttrycket
(beroende pa huruvida "2a Bt avrundas upp eller ner). Sammantaget géller ddrmed

. uB 1/2 ) 1/2
ea(t) < (M | r§<w>|2dw> ( > o(50s —¢) ) , (52)

|u|>N

dér den forsta faktorn i (5.2) ar en konstant, givet funktionen s(t).

Observera att approximationen ovan endast sdtter en 6vre grins pa feltermen — vid flera rakningar
har striavan efter att fa ett enkelt uttryck troligen lett till Gverskattningar av feltermen (exempelvis
vid uppskattningen av Sj.)

5.2 Uppskattning av feltermen for vanlig sampling och for éversampling

Lat oss forst betrakta vanlig sampling med sats 5. Da géller

¢(x) = 2Bsinc 2Bx
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och a =1, och den andra summan i uttryck (5.2) blir ddrmed

u 2 sin 27 B 5aB — sinm(u —
> ogp ) = 2 <23 27rB(( —9) ) - 2; < EB@)

ZB

u|>N lul>N 2aB
1 1
<Lty L
= 2 — )2
w2 2 (/2B )
Vi vet att € € { I ;B, P B) och dirmed |{] < ;5. Foljaktligen kan ovanstaende uttryck férenklas
genom
1 1 4B\? 1
=Y B S L (WiER <ﬂ) 2. 2
lul=N lul=N lul2N

Den sista summan kan intergraluppskattas genom att tolka > oo \(1/u?) som en Riemannunder-
summa till integralen [y ,(1/2%)dz. Dirmed (med anviindning av symmetrin hos 1/z?)

4B\ 2 1 4B\ ? © q 4B\? 2

= § — < (2 2 de=(2) -2

<7r>|>Nu2 <7r> /NlacQ <7T>N—1
u|>

Sammantaget ger det allménna uttrycket (5.2) for feltermen att

N 1/2 1/2
ean.sn < (23 /. |§<w>|2dw> (;N‘f’(wf) )
B
< (2; /_B |§(w)|2dw>

2 9 1/2 1/2
4B 2 1  4VB B
<<7r> N—l) T VN1 7 (/—B|S(w>|2dw> '

Dé& funktionen istéllet éversamplas med filtret P(w) (se sida 13) far vi foljande:

Z @(7_£> _ Z <c0527rB(2aB §) costzB(QaB f))Q
2aB u

lu|>N lu|>N 272 (g0 — 5) (aB - B)
(1+1)° - 1 ~ (4aB)* 1
“ 4 = 4 —_ RB)2 4
lu|>N Ant (gi5 =€) (aB — B)? lu|>N m (@) (aB — B) (aB — B) >N

<
P& motsvarande sétt som tidigare kan serien integraluppskattas genom

1 <1 2
— <2 —dr = ——
Z ul < / 1x4 z 3(]\7_1)3’

lul>N N=
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sa sammantaget fas feltermen till

) B 1/2 (4aB)" 1/2
< | — S(w)? a
e (L) (5% 5, )

1 [eB 12 (4aB)* 2 V2
< (2aB /_aB ‘S(w)’zdw) <7r4(aB —B)? 3(N— 1)3>

_ 1 16(aB)>/? aB 1/2
(N —1)32/372(aB — B) (/_aB |3(w)’2dw> .

D4 vi jamfor feltermerna vid vanlig sampling respektive dversampling ser vi nu att

1 1
e < ———=C1 och e < — =0y,
2N,Sh JN 1 1 2N, ( 2

N — 1)3/2
dér C7 och (5 ér konstanter. Det dr tydligt att bade ean 55 och ean,, gar mot 0 dd N — oo, vilket
ar 1 enlighet med sats 5 och 7. Vidare foljer ocksa att det finns ett Ny sddant att esn,, < ean,sn
for alla N > Np; i det exempel som avbildas i figur 5 (sida 18) sker detta alltsd redan for négot
N < 50.

Aterigen bor det understrykas att uttrycken for esn gp och ean,, dr 6verskattningar och dérmed
inte utgor ett formellt bevis for skillnaderna i konvergens mellan vanlig sampling och 6versampling.

6 Rekonstruktion genom sample-and-hold

I praktiska tillimpningar dar en kontinuerlig funktion maste utvinnas fran sampelvirdena blir
sats 5 oanvandbart (odndligt manga punkter skulle behova beréiknas). Dessutom innehaller sam-
plingsformeln (3.1) termer bade fore och efter den punkt som ska beridknas vilket ofta dr opraktiskt.
I detta avsnitt presenteras en metod att approximera s(¢) som &r grunden for den rekonstruktion
som anvinds vid exempelvis digital ljudrepresentation.

Utgangspunkten ar att utvidga serien av sampelvéirden {s(%) }n o, till en styckvis konstant funk-
tion s*(¢) (hdrav termen sample-and-hold). Darefter lagpassfiltreras s*(¢) sa att endast frekvenser
|w| < B aterstar.!® Den resulterande funktionen 5(t) ger pa detta sitt en approximation av s(t).
Formellt:

~

s*(t) = Z <2nB) X[0723)(t — %) . 8(t) = /RS*(W) “X[-B.+B] (w) - p2imwt g,

nez

0Hur denna lagpassfiltrering hanteras i praktiken diskuteras emellertid inte hir.
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Vi siitter nu o(t) = 2B - g _1(t). Da ér s*(t) = 3> 5(35) o(t — 5%). Vi betraktar nu dess
2B
Fouriertransform:
n

g* = 1 n n —2iTw _|u=t—355
- 237;25(23)“(“23)6 2 t] d’f—[ du_(fﬂ
1 n —2irtw(u+t55 _ 1 n —inwn —2imwu
:w/ﬂxés(w)“@)“ (“B)d“‘zBés(w)e 8 [ e
! n —imwn ~
=35 2 (5p) " 7).

Tillsammans med definitionen av 5(t) ger detta

W)

() = @) X-5+51@) = 575 3 5(52 ) ™M x_p () -5(0) = 3w) 5()  (61)
neL

dér den sista likheten foljer fran ekvation (3.4), sida 8. Faltningsteoremet ger nu

1

() s(t—u)du:QB/OQB s(t—u)du = 2B/t_1 s(v)dv.

5(t) = /Ra(u)s(t—u) du = QB/RX[&Q};
P& det sista uttrycket kan medelvirdessatsen for integraler tillimpas (vi antar hér att s(¢) &r

kontinuerlig), vilket ger

(0 =28 (1= (0= 55 ) 56 = 5(9

for nagot € € [t — 5, t]. §(¢) gor alltsd nagon form av interpolation mellan sampelvéiirdena. Notera

att £ -t dd B — 00, 54 s(§) — s(t) d& B — oo om s ar kontinuerlig. (6.1) visar att vi for att
undersoka pé vilket satt 5(¢) forvanskar den ursprungliga funktionen méste betrakta o (w):

1
3(w) _ / 2BX[07ﬁ)(t)e_2i7Mt dt = 2B /28 e—2i7rwt dt — E (1 - e—iﬂw/B)
R 0 imw
for w # 0. For w = 0 foljer direkt att o(0) = 1. I figur 6 &r o(w) ritad 6ver hela Nyquistfrekvensen
— det framgér av figuren att forvrangningen (distorsionen) vid sample-and-hold ar proportionell
mot frekvensen. De hogre frekvenserna blir alltsd undertryckta och 5(¢) ar foljaktligen en utjaimnad
version av s(t).

Da sample-and-hold tillampas i praktiken anvinds till detta nagon slags numerisk approximation
av samplingsformeln s att en 6versamplad signal kommer till sample-and-hold-kretsen. Detta ger
en de facto fordubblad/flerdubblad Nyquistfrekvens i figur 6, s& o(w) kommer att anvindas med
ett snivare intervall kring 0. P& detta sitt kan distorsionen minskas betydligt; den aterstaende
distorsionen kan sedan till stor del filtreras bort.!!

Y Om sample-and-hold anvinds utan Gversampling krivs mycket kraftig filtrering for att motverka distorsionen
av Re[o(w)] — figur 6 visar att det i princip krivs odndligt stark forstirkning da w gar mot Nyquistfrekvensen. Detta
resulterar i praktiken i mycket kraftig fasdistorsion. I dagens CD-spelare anviinds 6versampling fran 4-8 ganger upp
till en faktor av 128 eller 256.
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Figur 6: Distorsion vid sample-and-hold.
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Andel av Nyquist—frekvens

Vid digital sampling tillkommer den ytterligare komplikationen att varje sampelvirde méts med
begriansad precision (bestdmd av det sk bitdjupet), vilket ger ytterligare distorsion utéver den som
beskrivits i detta avsnitt. En beskrivning av hur detta hanteras ligger emellertid utanfér denna
uppsats ramar.
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