
OM AGGREGATION AV PRODUKTIONS·

FUNKTIONER

Av Ragnar Bentzel

I. Aggregationsproblematiken

Nar man mom makroekonomisk analys anviinder begreppet produktions.
funktion, brukar man samtidigt anlagga ett betraktelsesatt, som innebar en
overforing av den mikroekonomiska produktionsteoriens satser till det
makroekonomiska planet. De inom produktionsteorien forekommande sat
serna, vilka harletts fran premissen, att den enskilde fOretagaren forsoker
att maximera sin vinst, brukar siUedes antas ha fullt analoga makroekono
miska motsvarigheter. Detta trots att man naturligtvis inte forestaller sig
nagot subjekt, som forsoker att handla enligt vinstmaximeringsprincipen
pa det makroekonomiska planet. Ett vanligt exempe1 pa en dylik overforing
av mikroteoriens satser ar den ofta gjorda premissen, att vid fri konkurrens
likhet mellan arbetets marginella produktivitet i samhallet som helhet oeb
reallon ar ett villkor fOr jiimvikt pa arbetsmarknaden. Denna premiss inne
bar ju en direkt overfOring av produktionsteoriens sats, att likhet mellan en
produktionsfaktors pris och vardet av dess marginella produktivitet vid fri
konkurrens implicerar jiimvikt i den meningen, att foretagaren, i lagen da
denna likhet galler, inte har anledning att forandra den i foretaget insatta
kvantiteten av ifragavarande produktionsfaktor.
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Det ar inte enbart po. produktionsteoriens omdde, som en overforing av
nu namnt slag ar vanlig. ,Po. flera av n~tionalekonomiens oIl['raden har detta
fOrfarande kommit att bli accepterad praxis, Mera som regel an som undan
tag ar de makroekonomiska tearierna bildade som analogier till motsvarande
mikrotearier. Detta ar i och for sig fullt naturligt. Man kan inte - annat
an mojligen i undantagsfall - konstruera makroteori utan att utga fran
mikrosambanden, och det ligger dO. naturligtvis nara till hands att makro·
tearien bildas just genom" ep overforing av mikroteariens samband till
makroplanet. Men, ar ett sadant overf6ringsforfarande verldigen tillatet?
Denna fdga har egendomligt nog aldrig blivit fullstandigt besvarad. Ana·
10gibiidningsfOrfarandet vilar i sjalva verket huvudsaldigen po. intuitiv
grund. Logiskt sett hanger det ganska mycket i luften. .i\.Yen om man har
visat, att det i vissa speciella fall ar mojIigt att tillampa, har man dock ock
so. visat, att det i andra fall inte ar adekvat. Hela detta problemkomplex,
som vanligen gar under namnet aggregationsproblemet, brukar man forbiga
med tystnad vid makroekonomisk analys. Atla ar visserligen medvetna om
att det existerar och att det inte ar lost, menoftast anvander man den
strutstaktiken att helt enkelt inte litsas se det.

Vad galler dO., mera konkret, detta aggregationsproblem? Ja, nagon
precis formulering av svaret po. denna fdga ar inte latt att ge, men man
kan saga, att det i framsta rummet galler fragan, om man inom ekonomisk
teori har ratt att laborera med aggregat av variabler Och samb~nd po. samma
siitt soI11 med mO,tsyaranqe individu~tla foreteelser. Aggregationsp~oblel)1a-

•• I. , " ~, . ". _ •• , ,I .., . ,~ . .. •. _, . ..... . .. . ..• .•.

tiken in~uderar saledes hela deutora problell).komplex, son; uppkommer
• ••.• • .•• '. , .... • ••• - ....-... • .• •• ) •• 1

vid anvandandet och vid konstruktionen av pris- och kvantitetsindex. Det
, _.. : .:. •.•. . . . . .,,','. . ";:', .,. I.',

iir diirvid tydligen inte fdga om endast sjah'a pvergtl-ngen fra!) mikro till
o,akrq i yanlig ;"e;,lng ~t;';:' pr~biel)1en uppkOlmner ~ven i ,denreiia
l1).ikroteorien; inan kan JJ.l t. ex., traga sig, pm inan Ii"r r~itatt vid an;liysen
av ett e'is/aka foretags beteende s~anf6ni tv£ elier flera typer a~ pro;
duktionsfakt~rer till en g~upp och applicera produktionsteoriens s"tser p!
clenna g~pp. J?et ar emellertid sa~tidigt !dart, a~ aBireg~tioiisprobie:
mel.l blir speciellt aktuella vid en overgang ,fdn mikro tilltp.akro, Ocb <let
~r cl~ frigan uppko~er, om ,?an _h~r riitt \"tt ~onstruera !D"kroteori g7.','o!#
analogibildning av mots~arand~ mi1aoteo~i. Mera precist kan man darvid
fonnulera pr,oblemet po. 7ttde,ra av foljande tre siitt:'

Man ,kan for qet !orsta fraga ,sig, Om man vid 7,n given mikfo~~~n0'Pisk
teori och vid givna definitioner po. makrovariablerna har logisk motivering

1 Denn::. tredelning i~ harntad. fr~~ H. Theil, Lint:o~ AQQrt:gotWn 0/ Economic Rt:!otiQtls. Amsterda~
1954, sid. 5,
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for att konstruera en makroekonomisk teori genom analogibildning. ' Sag,
for att valja ett enkelt exempel, att man har en mikroekonomisk teori enligt
vilken de individuella prisrorelserna bestams av e£tcrfd.geoverskottets star
lek enligt formeln dp;f'Pi = Ai (Ei - Ui)dtfUi> dar Ai beteeknar kanstanter,
Ei e£terfragan po. den i :te varan, V J utbudet av den i :te varan samt Pi priset
po. denna vara. Sag vidare, att E; aeh Vi ar matta i pengar samt att man har
definierat makroekanomiska starhetcr E = 2; E" V = 2; Vi samt en pris
niva P = ~ ei p" dar ei ar kanstanter. Har man dO. ratt att skriva dPjP =
A(E - V)dtJU? Det ar uppbarligen denna t)'p av problem man moter vid
anvandningen av givna pris- och kvantitetsindex.

Man kan for det andra stalla £61jande fraga: Sag, att man har en mikra
ekonamisk teari aeh att man genam analogibildning uppstaller matsvarande
makroekonomiska teori, varvid dock de£initionerna av de makroekono
miska storheterna till en borjan lamnas oppna. So. lange detta senare ar
fallet kan makroteorien givetvis inte sta i motsatsstallning till mikro
teorien. Kan man dO. i efterhand finna rimliga de£initioner pa makro
begreppen, sa att den uppstallda makroteorien ar konsistent med - dvs
inte star i motsats tiU - den mikroteori, varifran man utgatt? Antag som
ett exempel, att man utgar fran n)'ss angivna mikroekonomiska teori dpJpi
= Ai (E; - Vi) dtfUi och vidare att man bildar en makroekonomisk analogi
hartill genom likheten dPjP= A(E-V)dtfU. Kan man dO. de£iniera dessa
makrovariabler E, V oeh P so. att for det £6rsta denna sista ekvation logiskt
foljer av mikroteorien och for det andra dessa variabler verkligen kan tolkas
sam uttr)'ek for efterfragan, utbud resp. prisniva pa makroplanet?' Det ar
denna t)'p av problem som uppstar vid komtruktionen av index.

I den man som ovanstaende tva fragor inte kan besvaras med ett katego
riskt ja kan man for det tredie staUa den fragan, om det finns nagra spe
eieUa villkor under vilka dessa fragor kan besvaras jakande och vilka dessa
i so. fall ar.

Den fraga, som ligger i den forstnamnda av nu namnda problemtyper
maste sam regel besvaras nekande. Analogien mellan mikro- oeh makro
teorierna baUer inte streek for annat an speciella definitioner po. makrostor-

1. Venna typ av problem brukar man ibland karakterisera som problemct aU via given mikroteori och
givm makrodefinitioner harleda de samband som rAder menan makrovariablerna. Se t. ex. H. Theil, a. a.
s. 5. Denna karakterisering forebJler emellertid inte vara sarskiIt lyckad. Att fiona sambandeo mellan
makTostorheterna, oar dessas definitioner samt mikroteorien ar given, ar ju ett rent matematiskt problem,
som endast i undantagsfall aT av ekonomiskt intresse. Av en underwkning av de aTheten, sam t. ex.
Theil aoser behandla denna t}'P :IV problem, framg1r, att det bela tiden aT onologie" mellan mikro och
ntakro, som :iT problemels Jciirnpunkt.
;;! Delta problem standes i B. Hansen, A Study ill tlU! Theory of Inflation, Uppsala 1951, s. 221-228.
Det miste vidare vaTit just derma problemstaDning Myrdal haft i tankam:1, di han forord:l.de en prisindex,
dar reaktionshastighelerna ing1r $Om vikter. 5e G. M)'rdal, MondaY}' Equilibrium. London 1939, s. 133 ff.
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heterna. Detta farhallande ar valkant och problemet kan alltsa sagas vara
last med negativt resultat. De senare av de ovanniimnda probJemtyperna ar
daremot mindre triviala. Det ar ocksa pa detta satt, som aggregationspro
blemet vanligen stallts och det ar denna typ av problem, som skall beband·
las i det faljande.

Det torde inte kunna farnekas, att aggregationsproblemet - stallt sasom
vi nu sist angivit - ar av primar betydelse far hela den makroekonomiska
analysmetoden. Bortsett fran vissa speciella undantag bygger ju denna pa
anaJogier fran mikroteorien. Denna anaJogibildning, som inte innebar
annat an en specieII teknik far att uppstatla makroekonomisk teori, kan
strangt taget inte farsvaras, sa lange som aggregationsproblemet inte ar
lost.'

Avsikten med fareliggande uppsats ar att lamna ett bidrag till fOrstael
sen av den speeiella aggregationsproblematik, som ar forbunden med aver
faringen av den mikroekonomiska prodttktiomteoriens satser till det makro
ekonomiska planet. Farst skall en aversikt ges aver de viktigaste punkterna
i den diskussion, som fOrts angaende detta amne. Darefter skall proble
matiken narmare analyseras genom att sarskilja olika typer av aggregation
och undersaka dessa olika typer var oeb en far sig. Ett sadant sarskiljande
har synts motiverat, darfar att det ger majlighet att visa just vilka steg det
ar som vaHar komplikationer vid overgangen fran mikro till makro.

II. Den teoretiska diskttssionen

Lat oss barja med att rekapitulera ett par fran konsumtionsteorin val
kiinda satser:

Ar 1936 visade Leontief, att ett aggregat av tva eller Hera varor, vilka an
viinds i givna proportioner, vid en jiimviktsanalys kan behandJas som en
enda vara? Aggregatets kvantitet oeh pris maste darvid matas genom index,
vilka varierar proportionellt mot de enskiJda varukvantiteterna resp. mot
kvoten mellan utgiftssumma och kvantitetsindex. Tre ar senare visade Hicks,
att aven aggregat av sadana varor, vars priser varierar proportionellt, bar
samma konsumtionsteoretiska egenskap.3 I detta fall maste dock aggregatets

1 Detta {orh;\l1ande hal" i fIera sanurumhang p;\pekats ;LV Akerman. Se t. ex. "Socialekonomisk analys",
EllCntomi.1k Tidskrijt 1937, s. 103-106. Det summeringsproblem, som Akerman dar betraktar ar emeller·
tid ett Yidare begrepp an aggregationsproblemet, dsom det bar karakteriserats. Jamfor Akerman, "Gen·
mile till Ragnar Bentzel och Bent Hansen", Ebnomisk Tid.1krijt 1954, s. 53-65 S3m.t D. H.:s "Slut·
replik till ]ohan Akerman", Ekonomisk Tidskrift 1954, s. 139-141.
2 W. Leontief, "Composite Commodities and the Problem of Index Numbers", Enmamrtri<a 1936, s. 39-59.
3 ]. R. Hicks, Vaf1U ond Capital, Oxford 1939, s. 312-313. Ett Iiknande bevis forekommer i O. Lange,
Priel Flexibility and EmploYPMnt, Bloomington 1944, s. 103-106.

4



AGGREGATION AV PRODUKTIONSFUNKTIONER

prisindex goras proportionell mot de enskilda varupriserna medan kvanti·
f etsindexen H.r definieras som kvoten mellan utgiftssumma och prisindex.'

Aggregation pa produktionsteoriens omriide behandlades ar 1938 av
Df,seb.' Den viktigaste tankegangen hos denne kan - i starkt forenklad
form - framstallas pa foljande satt:

Antag, att det finns n stycken foretag, som vart och ett framstaller en
enda vara och som har produktionsfunktionerna <ji = fi (x" y" ...), dar
x" y" ... ar produktionsfaktorsinsatser och i = 1,2, ... n. Varje foretag
forutsatts handla efter vinstmaximeringsprincipen och fri konkurrens tanks
rlda. Man erhaJJer da villkoren

Pi £'ix = Wix, Pi f iy = Wiy, ...

dar Pi ar priset pa den vara, som framstalls i det i :te foretaget och Wi"
Wiy, ... ar faktorpriserna for det i :te foretaget.

Dresch bildar nu pris- och kvantitetsindex, P, Q, W x' X, W y, Y, ...
enligt formlerna

Pdq = ~ Pi dqi, QdP = ~ qi dPi, XdWx = ~ Xi dWiX> Wx dX = ~ Wix dXi, ...'.
Han erhaller da forst ekvationen

Pdq = ~ Pi f'ix dXi + ~ Pi f iy dYi + ...
Om dessa summor i hogra ledet betecknas med PQ'x dX, PQ\ dY, ...
erhalles PdQ = PQ'x dX + PQ'y dY + '.. och da vidare jamviktsvill·
koren galler blir PQ' x dX = :l: Pi f' ix dXI = :l: Wix;dxi = W x dX, PQ' y dY
=:l: p,f'iydYI =:l: W,ydYi = W y dY, , , .
och foljaktligen

, Wx, Wy
Qx=p,Qy= p' ...

Harigenom erhalls sa-lunda makroekonomiska relationer, som ar helt ana

loga med de mikroekonomiska jiimviktsvillkoren f'lx = ;~ etc.

Poangen i Dreschs ansats iir uppenbarligen den, att han far overensstam
melse mellan de »marginella produktiviteterna» Q'x' Q'y' .. och motsva
rande kvoter mellan faktorpris och prisniva, W x IP, W y IP ... Det iir emel
lertid viktigt att gora klart for sig, vad dessa marginella produktiviteter i

1 Som framh3.11its av Wold, DNtlcmd Allalysis, Uppsala 1952 s. 329 ar Hicks bevis inte [uUstandigt eiter·
som cndast infinitesimala furandringar bctraJdas. Wold har emellertid ett cget bevis, som ickc tider av
clenna svaghet. Xran av detta bevis tillskriver han W. LeonHef, a. a. Det iore!aller emellertid sam om
Wolds tolkning av Leontie! danidlag ar overdrivet val"illig. L. har stringt taget inte drag-it denna slut·
5315.

2 F. Dresch, "Index Numbers and the General Economic Equilibrium", Bulle/ill of the American Mathc
IIl(ltical Society. Vol. 44 (1938) s. 134-141.
, Detta i.r tydIigen s. k. Divisia·index. Se F. Divisia, Ecolf011liq$f~ rotU>lIdl~. Paris 1928, s. 268.
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sjalva verket innebar. De ar inte partiella derivator i en i tiden entydig funk
tion av faktorinsatserna X, Y etc., ty funktionen Q ar beroende aven
av prisutvecklingen. Sam framgar av definitionerna pa de marginella pro
duktiviteterna ar deras innebord i stallet denna: Uttryeken PQ'x dX,
PQ\ dY anger de okningar av det totala produktvardet PQ, som en »vir
tuel!» okning av faktorinsatserna med kvantiteterna dX, dY, ... ger upphov
till vid givna oeh oforiindrade priser pa varor oeh produktionsfaktorer. Ut
tryeken Q'x, Q' y' ... kan darfor sagas ge en ogonblieksbild av de margi
nella produktiviteterna. De ar visserligen bel"oende av priser pa varor oeh
produktionsfaktorer, men for varje given priskombination har de ett val
definierat yarde. am man alltsa tanker sig, att priserna varierar med tiden,
medfor detta att de marginella produktiviteterna foriindras med tiden 
detta aven om faktorinsatserna X, Y, ... inte forandras - men i varje lids
ogollbliek har dessa produktiviteter bestiimda varden.

Dresehs arbete togs sedermera upp till behandling av Klein.' Denne rik
tade en skarp kritik mot Dresehs ansats med motiveringen att den inte sva
rade mot den friigestallning, som ar av reievans for den makroekonomiska
analysen. Enligt Klein galler problemet att finna en makroekonomisk pro·
duktionsfunktion, som till hela sin karaktiil" ar analog med motsvarande
mikrofunktion. Liksom de mikroekonomiska produktionsfunktionerna maste
den makroekonomiska for det forsta vara en entydig funktion av faktorin
satserna och for det andra vara av rent teknisk karaktar. Funktionen £iir sa·
ledes inte vara beroende av priser eller andra rent ekonomiska variabler.
Dessa villkor uppfyller emellertid inte Dreschs funktion Q. Denna ar ju
beroende av hela det ekonomiska systemets utveekling? Dreschs partiella
derivator kan darfOr inte ses som rena analogier till motsvarande mikrostor
heter. Man kan darfor inte heller anvanda funktionen Q sasom grundval for
ett makroekonomiskt analysforfarande, som bygger pa den mikroekonomiska
produktionsteoriens satser.

Vidare menade Klein, att Dreschs ansats inte var tillfredsstallande, dar
for att den var begransad till att galla jiimviktssituationer. Han framholl, att
aggregationsproblemet var lika aktuellt for situationer, i vilka jamvikt il1te
rader.

Klein visar sedan, att problemet sasom han stallt det i det generella fallet
iir olosligt. Endast om speciella villkor betraffande de mikroekonomiska

1 L. R. KI~in, "Macroeconomics and th~ Theory of Rational Behaviour", Economcln"ca Vol. 14 (1946),
s. 93-108, samt L. R. Klein, "Remarks on the Theory of Aggr~galion". Eetmomclrica Vol. 14 (1946),
!':. 303-312.
:! D~t at v;!lIdint att Divisia"indexen at betoende inte endast iW situationen i en given tidpunkt ulan av
bela dCl lidigate utl"ecklingsfOtloppet.
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produktionsfunktionerna ar uppfyllda, kan man finna aggregerade produk
tionsfunktioner, som uppfyller hans krav. Han forsoker da finna vilka typer
av mikrofunktioner, som det darvid ar fragan om, och visar hur aggrega
tionsproblemet kan behandlas, nar mikrofunktionerna uppfyller dessa spe
ciella villkor1

Den utgangspunkt, som Klein anvant i sitt ovan namnda resonemang,
kritiserades i sin tur av Pu. 2 Denne menade, att Klein stallt malet alltfor
hOgt. Det var enligt Pu trivialt, att man inte kunde finna en aggregerad pro
duktionsfunktion av den typ, som Klein hade i tankarna. Anledningen dar
till var den, att man i alla lagen alltid kunde tanka sig en overforing av
produktionsfaktorer fran ett foretag till ett annat med den konsekvensen att
den totala produktionen stiger eller faller. Men genom en sadan omfordel
ning paverkas inte den aggregerade kvantiteten av faktorinsatserna. Darmed
var det enligt Pu ocksa bevisat att man aldrig kunde finna en entydig funk
tion av Kleins typo Man maste i den aggregerade funktionen aven infora
variabler, som anger produktionsfaktorernas fOfdelning mellan foretagen.

De av Dresch framforda tankegangarna togs sedan ater upp av May.'
Denne betraktade ett av mikroekonomiska funktioner bestaende jamvikts
system innehallande en ffihetsgrad, dvs. ett system med n ekvationer och
n + 1 obekanta variabler. Fran detta mikrosystem harleder han sedan
med anviindande av Divisia-index ett makrosystem och sa-som ffi variabel
- dvs. med mer vanligt sprakbruk sasom parameter - anviinder han
dar den aggregerade sysselsattningen. Han loser sedan ut samtliga makro
variabler sasom entydiga funktioner av denna parameter. Detta ar ju all
tid mojligt att gora, eftersom hela systemets utveckling helt hanger pa
parameterns foriindringar. Vid losningen av de makroekonomiska storhe
terna erhilller han givetvis aven ett funktionssamband mellan aggregerad
produktion och aggregerad sysselsattning. Han visar sedan att denna funk
tions derivata med avseende pa sysselsattningen alltid blir lika med kvoten
mellan aggregerad Ion och aggregerad prisniva. Darmed skulle saledes
aven i hans fall analogien mellan mikro och makro vara etablerad. Han
framhilller emellertid, att detta samband mellan produktion och sysselsatt
ning inte kan ses som en produktionsfunktion av den typ, som Klein ford
rade. Mays funktion blir i sjalva verket beroende av samtliga i det fullstan-

1 Detta problem behal1dlas vidare i A. Nataf, "Sur la possibilite de construction de certains macromodeles."
Econometrica, Vol. 16 (1948), s. 232--244.
:! S. S. Pu, "A Note on Maeroeconomies", Econometrica, Vol. 14, (1946), s. 299-302.
3 K. May, "The Aggregation Problem for :1 One-Industry Model", EC(l1lomejrica Vol. 14 (1946), s.
285-298, samt K. May, "Teclmolcgical Ch:mge and Aggregation", EC(IflMlle/rica, VoL 15 (1947), 51--6j.
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diga mikrosystemet ingaende funktianerna, inklusive varumarknadens efter
fdgefunktianer.

Mays ansats ar i sjalva verket mycket starkt beslaktad med Dreschs. Den
principiella skillnaden kan sagas ygga dari, att medan Dreschs »produk
tiansfunktian» Q ar beroende av de for oganblicket radande prisforhallan
dena, sa ar dessa i Mays ansats ersatta med matsvarande uttryck betraktade
sam funktianer av den fria variabeln. Denna 1iIillet gor, att Mays resultat
narmast kan ses sam ett karollarium till Dreschs.'

Man kan nu fraga sig, vern sam har ratt ach vern sam har fel av de for
fat tare, vars bidrag vi nu behandlat. Nagat entydigt svar pa denna fraga kan
val knappast ges: alia kan val sagas ha haft ratt, am hiinsyn tages till de
utgangspunkter de haft. Nar det galler £ragan, vern sam stallt problemet pa
mest fruktbart satt dder emellertid ingen tvekan. Det ar Klein. Den eka
namiska inneborden av problemet sasam han staller det ar fullt klar, han
soker en produktiansfunktian, sam skall kunna anvandas sasom en av bygg
stenarna i ett makrosystem av vanlig typo Sa ar emellertid inte fallet med
Dreschs och Mays ansatser. Dar har man svart att finna nagon relevant
bakomliggande ekanomisk fragestallning. Bada dessa synes ha angripit pro
blemet enbart fran den formella sidan utan att ha gjart fullt klart for sig,
vartill deras resultat skall anvandas.

Kleins kritik av Dresch ar utan tvivel motiverad. Om man skall kunna
anvanda analagibildningsmetoden vid uppstallandet av en makroteari,
maste analogien vara fullstiindig och aven omfatta karaktaren hos de funk
tioner, som betraktas. loom mikroteorien ar produktionsfunktionens ut
seende ett givet datum ach skall man kunna overfora de produktionsteare
tiska satserna till det makroekonomiska planet maste aven den makroekana
miska produktiansfunktionen vara ett datum. Sasam den de£inierats av
Dresch ar den emellertid inte detta. Dreschs funktion ar ju, sam vi tidigare
namnt beroende av prisforMllanden. Sag t. ex., att man vill betrakta den
makroekonamiska IOnen som parameter inom ett makraekonamiskt jam
viktssystern och vill undersoka vilka konsekvenser fOr sysselsattningen som
en lonehojning leder till vid ofOriindrad prisniva. Detta kan inte goras ge
nom att de£iniera en makraekonamisk produktiansfuktion pa det satt, som
Dresch gor. I sa fall skulle man endast kunna saga, att arbetets marginella
praduktivitet stiindigt vare lilea stor sam kvoten mellan penninglon och
prisniva, men man skulle inte bli kIakare darav. Man kunde namligen a
priori inte saga, om sysselsattningen skulle oka eller minska genom lone-

1 I den andra av sina nyssnimncla econometricaartiklar bemoter Klein May's ansals pi unge£ir samma
sail som Dresch's.
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hojningen, eftersom den marginella produktiviteten i Dreschs funktion
inte ar elltydigt bestamd av sysselsattningen. 1

TIl. Olika typer av aggregatioll

I den nu relaterade diskussionen mellan Dresch, Klein, Pu och May har
man stallt aggregationsproblemet pa ett mycket generellt satt. Man har ut
gatt ifdn forekomsten av flera foretag, som vart nch ett har sitt speciella
produktionssamband qi = f1 (x" ..., Xm, y""" Yn, ...), dar alia Xi och
Yi betecknar insatser av olika produktionsfaktorer. Sedan har man sokt ett
funktionssamband Q = F(X, Y, ...), dar Q ar ett aggregat av alia qi, X
ett aggregat av alia Xi, Y ett aggregat av alia Yi etc samt F ett aggregat av
alia fi . Det ar har tydligen fdga om en 3-dubbel aggregation, dels over
varor, dels over produkti01lSfaktorer, dels over foretag.

Klein har givetvis ratt, nar han sager, att aggregationsproblemet ar re
levant inte endast for analysen av jamviktsliigen uian' aven for den drna
miska analysen av tillstand med bristande jamvikt. Att stalla problemet, som
han gjort det innebar emellertid en betydande generalisering av den pro
blemstallning, som ar begransad till jamviktstillstiind nch som ovriga for
fattare vanligen haft. Det innebar ju en fordran pa at! aggregationsvillkoren
skall galla inte endast for de varden pa variablerna, som ar forenliga med
jiimviktstillstanden, utan aven for alldra varden. Och att finna aggregat,
som har denna egenskap, ar ett betydligt mer komplicerat problem an om
man begransar aggregationsvillkoren till att galla for jamviktslagen. Det ar
darfor av vikt, att man baller isar den problematik, som uppstar vid jam
viktsanalys, och den, som uppstar vid dynamisk analys.

I sina forsok att finna aggregat, som passar bada dessa analystyper neg!i
gerar Klein ett i detta sammanhang vasentligt forhallande, niimligen att
det produktionsfunktionsbegrepp, som anvands inom den rena produktions
teorien och for vilket dennas satser ar tilliimpliga, illte ar identiskt med det
begrepp, som vanligen anvands inom den dynamiska analysen. Inom produk
tionsteorien ar - for at! anvanda ]ohan Akermans terminologi - produk-

1 Det har ans~Us Iigga utanfor ramen ror den har givna framstii,l1ningen alt gA in p1 den aggregations
problematik, som uppstAr vid 'l!iirderil1gcn av olika produktionsresultat. Danned sammanhangande fragor
har int;:\ende diskuterats i bI. a. J. R. Hicks, "The Valuation of the Social Income", Econometrica Vol.
VII 1(940) s. 105-124, S. Kuznets, "On the Yaluation of the Social Income - Reflections on Pro
fessor Hicks' Article", Economica Yol. XV (1948) s. 1-16, J. R. Hicks, "The Yaluation of the Social
Income _ H. Comment on Professor Kuznets' Reflections" Ecot/omica Vol. XV (1948) s. 163-172,
I. M. D. Little, "The Valuation of the Social Income". EcoHomicll Vol. XVI (1949), s. 11-26, P. A.
Samuelson, "Evaluation of Re<l1 National Income" O:rford Econmnic Papers, 1950: I, s. 1-29, samt I.
Ohlsson, UlI National AccOl/tlting Stocl.:holm 1953, kap. III.
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tionsfunktionen en kalkylmodelt. En produktionsfunktion f(x, y, ...) anger
definitionsmassigt den maximala produktmangd, som enligt faretagsled
ningens uppfattning i en viss tidpunkt kan framstallas vid alternativa in
satser av variabJa produktionsfaktorer under en viss tidsperiod. Vid jam
viktsanalyser kan denna funktion aven uppfattas som ett kausalsamband
mellan framstalld kvantitet och faktorinsatser. Vid en dynamisk analys ar
emellertid en sadan identifiering ingalunda sjalvklar. Dar maste man i
sjalva verket skilja mellan kalkylmodellen och motsvarande kausalsam
band. Den under en viss period verkligen framstallda kvantiteten behaver
ju inte ligga pa kalkylmodellens »produktberg»; faretagsledningens upp
fattning om de kvantiteter, som kan framstallas vid alternativa faktorin
satser, kan vara verkJighetsframrnande; produktionen kan av nagon ofarut
sedd anledning ha kommit att bedrivas mindre effektivt an man tankt sig
etc. Vid en dynamisk analys har man darfar i sjalva verket anledning att
Jaborera med en produktionsfunktion av typen

g, = f (x" lit. ...) - z,
dar q, ar den framstallda kvantiteten, far kalkylmodellens produktionsfunk
tion, Xt, YI etc faktorinsatser och Zt slutligen, just avvikelsen mellan den
framstallda kvantiteten och kalkylmodellens kvantitet vid motsvarande fak
torinsatser. Naturligtvis kan man vid en analys gara den farutsattningen,
att ZI alltid ar lika med 0, dvs. att den framstallda kvantiteten standigt
ligger pa kalkylmodellens »produktberg». Det ar da emellertid av vikt, att
man ar medveten om att man verkligen gjort ett speciellt antagande, och
att man vid ett averfarande av den mikroekonomiska teorien till det makro
ekonomiska planet alltsa inte utan motsvarande antagande kan vanta sig att
fa averensstammelse mellan ett aggregat av framstallda kvantiteter och en
aggregerad produktionsfunktion, som uppfyller kraven pa att ha karakta
ren av en kalkylmodell.

De nu namnda farhallandena - den 3-dubbla aggregeringen och dubbel
heten i produktionsfunktionsbegreppet - ar av vasentlig betydelse for far
staelsen av den problematik, som ligger i avergangen fran mikro till makro.
Aggregeringen av produktionsfaktorer och av varor, medfar namligen pro
blem, som i och for sig inte har att gara med om man betraktar ett enstaka
faretag eller Hera faretag. Samtidigt innehaller avergangen fran analysen
av ett enstaka faretag till analysen av ett aggregat av faretag vissa problem,
som ar av helt annan karaktar. I de fall, slutJigen, da aggregationen galler
kalkylmodeller blir problematiken icke densamma, som den, vilken uppstar
vid aggregering av kausalsambanden mellan framstalld varukvantitet och
insatser av produktionsfaktorer. I det faljande skall de nu niimnda olika
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aggregationstyperna diskuteras mera i ~etalj. For att pa enklast mojliga satt
kunna gora detta skall de olika typerna av aggregation behandlas separat.
I de narmaste tre avsnitten skall darfor i tur oeh ordning behandlas aggrega
tion av produktionsfaktorer, aggregation av varor samt aggregation av fore
tag. I dessa avsnitt skall endast de problem betraktas, som uppstar vid jam
vikts-analyser. I darpa foljande avsnitt skall de komplikationer diskuteras,
som uppstar vid overgangen fran analyser av jamviktslagen till analyser av
situationer med bristande jamvikt. For att forenkla framstallningen skall
genomgaende den forutsattningen goras, att Iri konkurrens ar radande.

IV. Aggregation av produktiol1slaktorer vid jamviktsanalys

Nar det galler aggregation av produktionsfaktorer fOr en statisk analys av
ett enskilt foretags beteende kan problemet stallas pa foljande satt:

Ett foretag, som framstaller en enda vara, forutsattes ha en produktions
funktion f(Xl' X2, X" ...) dar x" X2, x, ete beteeknar insatser av olika vari
abla produktionsfaktorer. For enkelhets skull kan vi har begriinsa oss till
att betrakta 3 styeken sadana produktionsfaktorer. Dessas priser betecknas
med w" w; oeh w, och priset pa den framstallda produkten med p. Enligt
den vanliga produktionsteorien blir foretagets faktorefterfriigan, sag e" e2,
e" bestamd av jamviktsvillkoren

pf' (el' e2, e3) = Wi i = 1,2,3

dar f'i ar produktionsfunktionens partiella derivata med avseende pa den
i :te produktionsfaktorn. Genom att losa ut e" e2 och e, fran detta ekva·
tionssystem erhalles uttryeken

ei = f{(W,/P, wz/p, Wl/P) i = 1.2.3

dar £t ar de till f'i inversa funktionerna. Dessa forutsiittes vara entydiga.
Eftersom f ar en produktionsfunktion ar den en entydig funktion av de

ingaende variablerna. Den maste vidare ha den egenskapen, att matrieen
M = ~ f"u (e" ez, e,) II ar negativt definit, vilket innebar att den kvadratiska
formen 2:~ VI Vj flli' (et, e2, ea) < 0 i = 1,2,3

hur man an valjer variablerna vi'
Fragan ar nu: Kan man definiera tva aggregat, sag eo oeh "'0, av faktorin

satserna e, oeh e2 resp. av priserna W, oeh W2, samt vidare en funktion
F (eo, e,) pa ett sadant satt, att foljande villkor ar uppfyllda:

(A) F (eo. eJ) = f (e" e2. eJ)

(B) F'i (eo, eJ) = wi/p samt i = 0.3

(C) LL Vi Vi F"ij (eo, e,l < 0

dar Vi ar godtyekliga variabler.
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Att den nu stallda fragan maste besvaras nekande ar inte svart att inse.
Forddngen A innebar ju, att en funktion i tva variabler, F(eo, ea), skaU
vara lika med en funktion i Ife variabler fee"~ e" e,), oeh for att detta skaU
vara mojligt ar det nodvandigt att kunna uttryeka de tva variablerna e, oeh
e, som entydiga funktioner av variablerna eo och e,. Sa lange som inga re
striktioner lagts vare sig pa priserna eller pa produktionsfunktionens utse
ende finns det emeUertid inga kombinationer e" e2, e" som inle ar forenliga
med jamviktslagen och det innebar att det inte kan finnas nagot entydigt
samband mellan e, och e2 och inte heller mellan nagon av dessa variabler
och ea. Hur vi an definierar aggregatet eo, kan det da inte heller finnas tva
entydiga samband mellan e, och ez a ena sidan oeh eo och ea a den andra si
dan.

Det gar naturJigtvis inte att komma ifran nyssnamnda faktum genom att
definiera aggregaten genom Divisia-index. En sadan definition ger F o deo
= f,de, + fr2de2 och F,de, = f,de" och man kan da latt hadeda likhe
terna F o= wo/p och F' , = w,/p. Men, som tidigare namnts, dessa ut
tryek kan inte betraktas som partiella derivator till en entydig funktion
F(eo, ea). Om sa vore fallet, skulle namligen alia e,- och e2-yarden, som
uppfyller villkoret w, e, + W2 e2 = Wo. k, dar k ar en konstant, ligga pa
samma isokvant oeh det kan uppenbarligen inte vara genereUt giltigt.

Att det i det ovan betraktade genereUa faUet inte firms nagot aggregat av
produktionsfaktorer, sa beskaffat, att produktionsteorins satser kan over
foras till detta aggregat, hindrar naturJigtvis inte att en sadan overfodng ar
mojlig i vissa specialfall. Sadana specialfall kan konstrueras genom att lagga
restriktioner antingen pa den ursprungliga produktionsfunktionens utseende
eller pa produktionsfaktorernas prisers variationsomrade. Den forra typen
av villkor skall vi har inte ga in pa - den har ju som ovan namnts behand
lats av Klein. Den senare typen av villkor skall vi emellertid undersoka na
got narmare.

Pa grund av den formella analogi, som rader mellan konsumtions- och
produktionsteorierna, har man all anledning att vanta sig, att Hicks' sats
om aggregation vid proportionella prisvariationer har sin fulla motsvarighet
inom produktionsteorin. Det kan ocksa latt visas, att so. ar fallet. Bevise.t
kan framstallas pa foljande satt:'

Antag, att faktorpriserna w, och W2 varierar proportionellt, sa att vi har
w, = a,wo och Wz = azwo, och bilda aggregatet eo = a,e, + azez. Ur det
ekvationssystem, som bildas av derma definition samt av jiimviktsvillkoren

1 Det bcvis som har ges foljer de lin;er, som i kortfilttad form ges i H. Wold, a. a. s. 110.
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f'. = W./p ,= a,WO/p samt f', = W,/p = a,WO/p kan vi da liisa ut vari
ablerna e. och e, och uttryeka dem som funktioner av endast eo och e,. Vi
kan da skriva

e; = H; (eo. e,)

Dessa funktioner H maste vara
gande avkastning radeL'

Genom att i den ursprungliga produktionsfunktionen, f, insatta funk
tionerna H. oeh H, i stallet for e, resp e, erhalles tydjigen en funktion i en
dast tva variabler, eo ocb e,. Om vi kallar denna funktion for F(eo, e,) ar
tydligen villkoret (A) ovan identiskt uppfyllt.

Genom att derivera funktionen F erhalles tydligen F'o = 1',H'.o + 1',
H',o dar 1"0' H'.o och H',o beteeknar de partiella derivatorna av F, H, oeh
H, med avseende pa eo, samt vidare F', = f', H'13 + f', H''3 + f'3 dar
beteekningarna F'3 H'" oeh H'23 ar analoga med F'o, H',o oeh H',o. Da nu
emellertid samtidigt eo definitionsmassigt ar lika med a. e. + a, e, maste
fiiljande relationer galla mellan H-funktionerna: a.H'.o + a,H',o = 1 samt
a.H"3 + a,H'" = O. Eftersom vidare, f'i = a;wo/p for i = 1 oeh 2

samt f', = w,/p, kan vi latt harleda ekvationerna
F'; (eo. e,) = w';p i = 0 oeh 3

Detta innebar uppenbarligen, att funktionen F uppfyIler villkoret (B) ovan.
Genom derivation av de nyss funna uttryeken for F'i kan vi bilda de par

tiella derivatorna av andra ordningen. Efter redueering erhalles vid en sa
dan kalkyl uttryeken

F"oo = £"11 (H'lO)2 + 2 £"12 H'lO H'20 + £"22 (H'20)2, P"30 = £//31 H'lO + £"32 H'20

samt F"s, ,= f"". Om vi nu bildar den kvadratiska formen:l;::> ViVj F"i; kan
denna oeksa skrivas sasom :l;:l; ZiZjlf"ij, dar i, j = 1, 2 och 3 samt z. =
voH'.o,z, = voH'.. oeh z, = v,. Men, eftersom formen ~~ zizjf"jj enligt de
grundlaggande forutsattningarna all tid maste vara negativ maste ocksa
~~ ViVjlFi;" vara, detta. Fiiljaktligen utgor F"ij koeffieienterna i en negativt
\":vadratisk form oeh darmed ar oeksa visat, aU villkoret (C) ovan ar upp
fyIll.

Som sammanfattning av vad som sagts i detta avsnitt kan sagas foljande:
Vid en analys av ett enstaka foretags beteende kan man i det generella fal-

1 Det ek..-ationssyslem man har for aU losa el och e2 kan ju skrivas 1'1 (elt e2, e3)fal = f'2 (el, e~, e~)f a1

samt eo => aiel + a,e1, Det ar valkant frin konsumtionsteorien, att ett s)'stem av della slag for varje givet
e3 ger enfydiga losningar till e1 och e2 slvida kurvskaran f (el, e2, es)=c aT konvex mot origo, Se H,
Wold a, a, s, 87. Au detta villkor ar uppfyllt i faBet ovan aT tydligt. Matricen 11 f"IJ I for i, j = 1, 2. 3
aT ju negativt definit overallt dar avtagande aVXastning rider och dl mlste matricen II fll' IJ II for
i, j = I, 2 vara det. Och aT denna matrix negativt delinit mlste den ov:mnamnda kurvskaran vara kon
\'CX mot origo. Se N. Georgescu-Roegen, "A Diagrammatic Analysis or Complementarity", The Southern
EcolUmlic Journal, Vol. XIX: 1 (1952), s. 1-20.



RAGNAR BENTZEL

let ieke sammanfara tva eller flera produktionsfaktorer till en grupp och
applieera produktionsteoriens satser pa denna grupp. En sadan samman
slagning ar emellertid majlig att gara i de fall, da priserna pa ifragavarande
produktionsfaktorer varierar proportionellt.

V. Aggregation over varor for en jamviktsanalys

Nar det galler faretag, som samtidigt framstaller mer an en vara kan man
vanligen inte laborera med en produktionsfunktion av den enkla typ som
betraktats i faregaende avsnitt. Sadana faretags produktionsfunktion brukar
i stallet skrivas pa formen f (q, ... qn, X" ... xm) = 0, dar ql beteeknar
varukvantiteter och XI kvantiteter av produktionshktorer. Det ar nu emeller
tid valkant, att det farMBandet, att man har skriver produktionsfunktionen
pa ett nagot annorlunda satt an pa formen q = f(x, ...), inte medfar nagra
starre komplikationer for den formella analysen. De satser som kan har
ledas med utgangspunkt fran sistnamnda funktion har fullt analoga mot
svarigheter - aven pa det formella planet - vid betraktandet av den mer
generella funktionstypen.

For att beskriva den problematik, som uppstar vid aggregation over varor
i en produktionsfunktion kan vi begransa oss tiII att betrakta ett faretag,
som framstaller 3 varor med hjalp av endast en produktionsfaktor. Vi kan
da skriva detta faretags produktionsfunktion pa formen

x = f (q" q" q,)

dar f ar en entydig funktion. Om nu de varden pa varukvantiteter oeh fak
torinsats, som svarar mot vinstmaximeringssituationen betecknas med r" r,
och r3 maste faljande villkor vara uppfyllda

i = 1,2.')

och vidare maste matrieen ~ £'I)(r" r" r3) II vara positivt definit.
Fragan blir nu, om vi kan finna aggregat, sag ro och po, av r, oeh r, resp.

av p, oeh p, samt en funktion F, som uppfyller villkoren

(N) F(ro,r,,) = f(r"r,.r,)
(B') F'i (1'0' r,) = Pi{W i = 0 och 3

(C') :E:E Vi Vj Fti (1'0' 1',) > 0

Denna fragestallning ar nu tydligen fullkomligt analog med den, som vi
betraktade i faregaende avsnitt. Vad som dar sades kan darfar omedelbart
aversattas tiII att gaIla aggregation over varor. Vi kan da dra faljande slut
sats:
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lett foretag, som framstaller flera varor ar en aggregering over varor ieke
generellt tillaten. I de fall, daremot, da priserna pa tva eller flera varor
varierar proportionellt, kan dessa varor alltid aggregeras.

VI. Aggregering ijver fij"etag vid jiimviktsanalys

Medan de problemstallningar, som behandlats i det foregaende oeh i det
nast foregaende avsnittet varit fullt analoga, uppkommer vid aggregering
over foretag en problematik av annan karaktar. For att pa enklast mojliga
satt beskriva denna kan vi begransa oss till att betrakta ett autal olika fore
tag, som alla framstaller en ocb samma vara och diirvid anvander endast
tva variabla produktionsfaktorer. Genom deona begransning vinnes, att pro
.duktionsfunktionerna kan skrivas pa samma form som i nast foregaende av
snitt samtidigt som nagon aggregation over varor eller over produktionsfak
torer inte behover komma med i bilden. Den totalt framstallda kvantiteten,
kan da rimligen inte de£inieras pa annat satt an sasom S qi> dar qi ar den
kvantitet, som framstalls inom det i :te foretaget. Lika sjalvklara blir de
finitionerna av faktorinsatserna. Om vi beteeknar det i :te foretagets insat
ser av de tva produktionsfaktorerna med Xi oeh Yi biir de£initionen pa mot
svarande totalkvantiteter X = SXi och Y = SYi' Priserna, sag Wx och wy,
kommer inte med i dessa definitioner.

Antag, att foretagens antal ar lika med n oeh att det i :te foretaget har
produktionsfunktionen fi(x,y). Om vi da med Xi oeh Yi menar de faktor
kvantiteter, som svarar mot jamviktslagena, maste villkoren f'ix (Xi> Yi) =
wx/p samt f'iy (x;, Yi) = wy/p vara uppfyllda for alla i.

Fragan galler nu: Kan man finna en funktion, sag F(X,Y) sa beskaHad,
.att foljande villkor ar uppfyllda

(Am) F (X, Y) = ~ fi (Xi, Yi)
(B U

') F'i (X, Y) = Wijp i = X oeh y

(em) ~ ~ Vi Vj Pi] (X, Y) < 0 i, j = X oeh Y

Denna fraga kan besv:v-as jakande. Vi kan i sjalva verket alltid bilda den
sokta funktionen F(X,Y). Beviset harfor kan utforas pa foljande satt

Dr jamviktsvillkoren f'ix=Wxjp oehf'iy=Wyjp kan vi losa Xi oeh Yi oeh er

haHa Xi = fi: (wxjp, wyjp) samt Yi = fi~ (wxjp, wyjp). Vi kan sedan uppen
barligen skriva

X = ~ fi:(wxjp, Wyjp) och Y = ~ fi~(wxjp, wyjp)

Genom att darefter or dessa ehationer losa ut wx/p och w,./p erhalles tva
ekvationer
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Wx/p = Qx (X, Y) Deh Wy/p = Qy (X, Y)
Dessa funktioner Q maste nu vara entydiga' . Genom att insiitta dem i stiillet

for prisrelationerna i uttryeken Xi = f;(wx/p, wy/p) oeh Yi = fi;(wx/p, Wy/p) kan
vi diirfar alltid uttryeka variablerna Xi oeh Yi sasom entydiga funktioner av
X oeh Y. Vi kan da skriva

Xi = Hix (X, Y) samt Yi = H;y (X, Y) i = 1, •.. n
Om nu dessa varden insattes i funktionen :(fi (Xi> Yi) erhiilles tydligen en

entydig funktion av variablerna X oeh Y. Denna funktion definierar vi som
F(X,Y). Denna senare uppfyller da identiskt villkoret (A"'). Dess farsta
derivator F'x och F'y blir da

F'x = ~f'jx H/ixX+ ~f'jyH'jyX samt F'y = L:Cx H'ixY+ L:f'iy H'iyY

dar H'ixX, H'ixY, H'iyX samt H'iyY beteeknar d x;fd X, d x;fd Y, d y;fd X resp.
dy;fd Y. Eftersom vi har x = 2: Xi oeh Y = 2: Yi maste tydligen dessa H
funktioner uppfylla villkoren 2:H'ixX = 2: H'iyY = 1 och 2:H'ixY = 2:H'iyX = O.

Eftersom vidare alia f'ix = wx/p oeh alia f';y = Wy/p faljer darav att
F'x = wx/p Deh F'y = Wy/p.

Diirmed ar visat, att funktionen F uppfyller villkoret (Bm
).

Genom differentation av de nu sist angivna ekvationerna erhiiller vi
F"xx dX + F"xy dY = d (wx/p) samt F"yx dX + F"yy dY = d (wy/p).

De hagra leden i dessa ekvationer maste samtidigt uppfylla ekvationerna
+' +' +' +'dXi = fixx d (wx/p) + fixy d (wy/p) oeh dYi = fiyx d (wx/p) + fiyy d (wy/p).

Genom att summera over alia i oeh lasa ut prisrelationsdifferentialerna far
vi hal'

d (wx/p) = Au dX + A'2 dY samt d (Wy/p) = A21 dX + A" dY

dar matrieen II Aij II iir lilea med matrieen
112: ft~ll-l for a = x, Y ochb = x, y.

Det inses nu emellertid, latt, att denna matrix ar identisk med matrieen
(2: II fi :b II ") '1, vilket alltsa innebar, att matrieen II F,"b II blir definierad
genom relationen II F,"b II ·1 = 2: II fi;;' II -1, dvs. sasom ett slags harmoniskt
medeltal av de individella matrieerna.' Eftersom nu samtidigt dessa senare

1 Vid givoa varden pa X oeh Y maste de prisrelationcr, som ar Jorenliga med dcssa varden satis-

ficra diHcrentialekvatiollerna 1: f;+' d{wx/p) + :z f;+' d{wl'/p) = 0 samt ~ f .+' d(wx/p) +
, lXX lXy lyX

+1: f:+ d{wy/p)=a. am nu funktionl,"rrta Q intc vorl," entydiga mastc deua innebata aU de linjet. som,yy
svarar mot dessa ckvationcr, antingen tangcrar v:ltandra entr skar varandra i mer an en cnda punkt, I det
form {allet mll.ste linjernas dcrivator vara lika stora i tva cIler flera punkter oeh i dct anura fallet m1l.ste
den ena linjens derivata vara .stOrre an den andra linjen'i i Cit punkt oeh milldre i en annan, Inget av

dessa alternativ kan emeJlcrtid uppkomma, om matrieen II L f i~~ II fOr a, b = :x. y ar ,negativt definit.

Och det mll.ste den i sjiilva verket vara, ty den ar uppenbarligen li;a med matricen L ~ f i:b 11-1 nell

eftersom delma maste vara negativt definit maste matrieen 11:E f .\ II 11a samma egcnsknp. Darav fOljer,
att funktionerna Q ar entydiga. 13

2 I det fall, d:l endast en variabel produktiol1sfaktor betl'aktas, erhlllcs rncd Hilt insedda beteekningar

IfF" = 1; 1~'-
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aHa ar negativt de£inita maste dO. tydligen matrken II F~b ~ vara detta. Dar
med ar oeksa bevisat, att funktionen F uppfyller villkoret (em).

Det rna nu observeras, att funktionen F sasom den bar definierats ar
identisk med den funktion, som erhalles, om man lOser problemet att finna
den funktion, som maxllnerar den sammanlagda produktionen under bivill
koren att summorna X och Y ar givna. Detta forhaHande innebar i sjalva
verket, att full analogi erhaHes mellan det mikroekonomiska nch det makro
ekonomiska produktionsfunktionsbegreppets definitioner. Som sagts ovan
ar ju inom produktionsteorien en produktionsfunktion de£inierad sasom den
maximala produktion, som kan astadkommas vid alternativa faktorinsatser.

Av vad som sagts i detta avsnitt framgar, att aggregationen over foretag
i nch for sig inte vaHar nagra komplikationer, om aggregationsvillkoren be
gransas till att galla jamviktslagen. En sadan aggregation ar aHtid mojlig,
savida den inte implieerar aven en aggregation over varor eHer over produk
tionsfaktorer. Sistnamnda typ av aggregation kan naturligtvis inte bli mindre
inadekvat om den sker i samband med en aggregation over foretag, an den
ar vid betraktandet av ett enstaka foretag. Vid proportionella prisvariatio
ner maste emeHertid en samtidig aggregation over varor, produktionsfak
torer och foretag alltid vara mojlig. Eftersom niimligen alla dessa tre typer
av aggregation ar mojlig var oeh en for sig kan man ju all tid utfora den i
tur nch ordning utan att raka i konflikt.

VI. Aggregation vid dynamisk analys

I de foregaende avsnitten har visats, att aggregationen over foretag inte
viillar nagra komplikationer samt att aggregationen over varor nch produk
tionsfaktorer ar mojlig vid proportionella prisvariationer, men daremot inte
mojlig i de mer generella fall, dO. inga restriktioner finns angaende pris
foriindringarna. Harvid har dock problematiken begriinsats till att gaHa
Jagen, i vilka jiimvikt rader. I detta avsnitt skall problemstiiHningen genera
liseras genom en utvidgning av aggregationsvillkorens giltighet till aven
sadana lagen i vilka jamvikt inte rader. Fragan blir da vilka konsekvenser
for aggregationsmojligheterna en sadan generalisering innebiir.

Eftersom jamviktslagena maste betraktas som speciaHaH av de situationer,
som betraktas inom dynamisk teori, ar det tydligt att de typer av aggrega
tion, som inte iir mojliga i jiimviktsliigena inte heller kan vara mojliga i det
mer genereHa faHet. Harav foljer, att aggregation over varor nch produk
tionsfaktorer ar utesluten vid en dynamisk analys, savida inte nagra
speciella viHkor finns angaende prisernas variationer. Aggregering over
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varor och produktionsfaktorer har vi har darfar ingen anledning att go. in
po. annat an far att undersaka, om aven vid en dynamisk analys aggregering
ar majlig vid proportiOlulla prisvariationer. Kvar star sedan problemet om
aggregation aver faretag alltid ar majlig aven vid ett dynamiskt betraktelse
satt. Det ar dessa tva fragor, som skall behandlas i fareliggande avsnitt.

Antag att ett enstaka faretag har produktionsfunktionen f(x" X2) och att
relationen mellan dessa tva produktionsfaktorers priser ar fix, so. att w, =
a,w oeh W2 = a2W' Antag vidare, att den dynamiska teori det har galler
innefattar tva rarelseekvationer far produktionsfaktorernas kvantiteter, sag
dx, = g,dt oeh dX2 = g2dt, dar g, och g2 ar tva funktioner. Satt x = a,x,
+ a2x,. Fragan bJir dO. denna: Kan vi bilda en funktion F(X), som uppfy!
ler viIIkoret F(X) = f(x" x2) far alla varden Xl> X2, som iir farenliga med
rarelseekvationerna, samt en funktion G, som ar ett aggregat av g, oeh g2'
Givetvis maste funktionen F far alia de varden pa x, oeh x2, som utgar
jamviktslagen, uppfylla alla de villkor, som angivits i avsnitt IV.

Naturligtvis ar svaret pa den nu stallda fragan beroende av hur rarelse
ekvationernas funktioner gt ser ut. .ii.yen utan att specifieera dessa funktio
ner kan man dock delvis besvara fragan.

Far att viIIkoret F(X) = f(x" X2) skall vara uppfyllt maste entydiga
samband fareligga mellan x, och X2 samt X. Eftersom vidare jamviktsviIIko
ren maste vara uppfyllda, i de lagen, dO. jiimvikt rader, maste emellertid
dessa samband vara just de, som implieeras av dessa viIIkor, oeh det innebar,
att punkten (x" x2) endast kan rara sig po. den s. k. expansionslinjen. Denna
linje karakteriseras av likheten f,/a, = f2/a2 oeh darav faljer att rarelse
ekvationerna far produktionsfaktorernas kvantiteter maste uppfylla villkoret

dXl al £;2 - a2 £~2

dX2 - a2 £;1 - al £1;

Det ar har tydligen Fraga om en myeket stark inskrankning av rarelseekva
tionernas generalitet. Den ieke ovanliga typen av rarelseekvation dxj = A
(ej - xj)dt, dar e; ar de kvantiteter som svarar mot jiimviktslagen vid gal
lande priser, uppfyller exempelvis inte detta villkor.

Sag nu emellertid, att den dynamiska teorien verkligen uppfyller villkoret
ovan, oeh att df\/aj = A (E - X) dt, d. v. s. att

_ A (E - X)(a; ffl- aj fj0dt .. _
dXj - f" f" _ (f")2 ,dar E - a, e, + a2e2 i,j = 1,2

II 22 12

Da uppkommer fragan, om den makroekonomiska analogin till dessa ekva-
tioner galler. Kan vi m. a. o. skriva dX = A (E - X) dt/F". ]a, i detta
fallet blir denna likhet automatiskt uppfylld. Genom att multiplieera de
bada rarelseekvationerna med at oeh a2 samt summera erhalles niimligen
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dX = a, dx, + a. dx. = A (E-X) K d,
dar K!if lika med ai£~, + al£;. - 2a,a.f~. dividera' med £;,£;.- (£;',)'.
Men, det ar latt harlett, att detta uttryck ar just lika med ifF".

Vi kan nu overga till att undersoka frigan, om aggregation over foretag
ar mojlig. Det ar da tillrackligt att betrakta foretag, som framstaller samma
vara och som darvid anviinder en och samma produktionsfaktor. Om vi da
betecknar fOretagens produktionsfunktioner med fleX) fOr i = 1, ... n och
tanker oss n stycken rorelseekvationer blir frigan dels om vi kan bilda ,en
funktion F(X), dar X ar lika med :l;xj, sa beskaffad att den uppfyller de
vanliga jiimviktsvillkoren i alla Jagen, dar jamvikt rader, dels om vi kan
aggregera rorelseekvationerna.

Svaret pa denna fraga ar i sjalva verket likartat med svaret pa den forra
frigan. For vilka rorelseekvationer som heJst kan man naturligtvis inte
finna den sokta funktionen. Eftersom F skall uppfylla de vanliga jiimvikts
villkoren i alla Jagen, da jamvikt rider, kan F bli entydig endast i de fall,
da rorelseekvationerna for faktorkvantiteterna implicerar att de marginella
produktiviteterna inom alla foretag ar lika, dvs. att

dx; fj'
dXj = fi

Om detta villkor ar uppfyllt ar problemet uppenbarligen reducerat till just
det som betraktades i foregaende avsnitt, och da blir tydligen aggregationen
mojlig.

VII. Slutord.

Av vad som sagts i de foregaende avsnitten har frarngatt, att mycket spe
ciella villkor maste vara for handen fOr att rattfardiga den typ av aggrega
tion, som ar vanlig i praktiskt taget all makroanalys. Detta forhUlande
maste vi naturligtvis acceptera och ratta oss efter. Att darav dra den slut
satsen, att det makroekonomiska analysforfarandet, som ju alltid maste inne
bara en miingd inadekvata aggregationer, skulle vara ofruktbart, forefaller
dock vara helt omotiverat. Snarare borde man val kunna uttrycka saken sa,
att man vid en analys alltid har anledning att komplettera den makroeko
nomiska teorien med en undersokning av de speciella verkningar, som har
ror frin sadana omstandigheter, som gor en stark aggregering inadekvat.
Pa sa satt skulle analysen kunna sagas bJi uppdelad i tva delar: den rena
makroteorien, dar man laborerar med starkt aggregerade variabler, samt
teorien fOr verkningarna av forskjutningar i prisrelationer och andra med
aggregationen icke forenliga omstiindigheter.
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